Merkzettel ,, Differentialrechnung” Il

14.02.2017
Grundlagen:
1. MWS Sei f(x) stetig auf [a,b] und diff. auf (a,b): 3¢ € (a, b): F'(¢) = %‘” Satzv. Rolle: f(a) = f(b): 3¢ € (a,b): f'(§) = 0

2. MWS :Sei f(x) stetig auf [a,b] und diff. auf (a,b): 3& € (a, b): f'(&) (g(b) — g(a)) = g'(&) (f(b) — f(a))

Stetig diff. auf (a,b): [3 f'auf (a,b) |a [f' stetig auf (a,b)] |Stetig diff. auf [a,b]: §[stetig diff. auf (a,b)]a [3 f'(a,),f'(b.)]

3 alle Richtungsabl.

teti
stetig (partiell)differenzierbar = { total diffbar ; total differenzierbar = {S eue
stetig part. diffbar
Grundableitungen
(x™)" = nx™? (Inx)’ =§ (1ga2)' =+ llna ' =e*  (a¥) =a*Ina |[f'(X) = m
. ' 1 ’
(sinx)’ = cosx (tanx)' = pve v 1+ tan®x (arcsinx)’ = — (arctanx)’ = P
. 1 1

(cosx)' = —sinx (cotx)' = Tenix —(1+cot?x) (arccosx)’ = —m (arccotx)’ = — T2
(sinhx)' = (ex_:_x) = coshx = exze_x (coshx)' = (g) = sinhx = ex_;_x
(tanhx)' = (ZX:Z;) = 1—tanh®x = mslhzx (cotanhx)' = (Zx::%) = 1—cotanh?x = sinizx
(arsinhx)’ = \/ﬁ (arcoshx)’ = ‘/% (x> 1) i(artanhx)’ = 1_1X2 (x| < 1) (arcothx)' = 1_1X2 (Ix] > 1)
Ableitungsmethoden:

" _ I / ' N _flo-ra "_drfdg
(fo) =f'g+fg' (fgh)' = f'gh+ fg'h + fgh (L) =tele [Fle@)] =5

9) — ’ 19\ rg. = 9 = Inydy _ 1/ _ Lo

(f9) —(g Inf+ f)f ; wegenAnsatz:y = f9 - Iny=glnf - =,V =9 lnf+ffg

Ableitung von Funktionen in Parameterdarstellung in R?:

_dydt dyl y

’

_dy'dt _dy'l xy—iy
V' T drdx dex %

T dtdx dtx i3

"

Differenzierbarkeit in C (Cauchy-Riemann’sche Differenzialgleichungen):

Sei f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + i v(x,y). Dannist f(z) differenzierbar an der Stelle z, = x, + iy, wenn gilt:
Uy =7v,, U, = —v, und sowohl u(x, y) als auch v(x, y) sind in einer Umgebung von (x,, y,) stetig differenzierbar. = Au 1 Av

Kurvendiskussion:

NST: f(x,) = 0;
E:f'(x,) = 0 A [f"(x.) # 0 v erste an x, nicht verschwindende Ableitung ist gerade]
Y = f(x): MIN: f"(x,) > 0 v [f"(x,) = 0 A erste an x, nicht verschwindende Ableitung > 0 ("Sattelpunkt")]
T MAX:f"(x,) < 0 v [f"(x,) = 0 A erste an x,, nicht verschwindende Ableitung < 0 ("Sattelpunkt™)]
wW:f"(x,) = 0na[f"(x,) # 0 v erste an x,, nicht verschwindende Ableitung ist ungerade. ]
Konvex auf Intervall I: f” (x) = 0; strikt konvex: f"'(x) > 0; konkav: f"'(x) < 0; strikt konkav: f"'(x) < 0; Vx € I.
2= f(x,y): E:Lose Gleichungssystem z,(x,y) = 0; z,(x,¥) = 0 - priife ob 2y, (xX,, Ve) Zyy(Xe, o) — Zxy(Xe, ye) > 0
" AMIN: 2y (X, Vo) > 0; MAX: 2, (X, ¥.) <0
Hesse- ’32—£ a2f Hesse- fex fxy fz
Matrix H(f(x,y)) = fo a;afy Matrix von:H(f(x,v,2)) = | fix fy fyz
von f(x,y): aydx  9y? f(x,y,2): fez fyz fez

Stationdrer Punkt 7.: VE(¥) = 0; GLS ldsen. - 7,

MIN (elliptisch): H(f(%,)) pos.def.s [V:1 > 0] & [V:det(M,) > 0] & [£THZ > 0 V& € R™\{0} ]

z = f(7) MAX (ellipt.): H((7,)) neg.def. = [v:1 < 0] & [sgn(det(M,)) = (~1)*, k = 1...n] & [#"HZ < 0 v € R"\{0} ]
Sattelpkt. (hyperb.): H(f(#,)) indef.reg.< [3:1<0A3:1>0aA:1 = 0] © [det(H(f(4))) < 0] & [¥THX € R* ]
parabolisch: H(f(7,)) singulir < [3:1 = 0] & [det(H(f(%))) = 0]

Finden von Extremalstellen mit Nebenbedingungen mittels Lagrange-Multiplikatoren:

Geg.: Funktion f(x,y,z) ; implizite Nebenbedingungen ¢;(x,y,z) = 0;i = 1..n; f, @; stetig dif ferenzierbar

V(60 y,2) + 2 (0106, Y, 2)) + -+ L (@ (x,7,2))) = 0 - Lose GLS — Xg, Y, 2p
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Differentialgleichungen (Grad: Héchste Potenz von y("); Ordnung bzw. Rang: Hochste Ableitung n von y("')

Homogene DG erster Ordnung

konstantem Koeffizienten

1

mit trennbaren Variablen =f@y) Umjformen zu ;dy = ) dx lf ~lny= J.f(x)
Gleichgradige (,homogene”) DG v _ oY Y _ L . dz
erster Ordnung v _f(x) Ansatz.z-;—) y=xz >y —xz+zx—z+ax

' = f(x) Zweimaliges Integrieren
Homogene DG zweiter Ordnung, die sich :: =f(xy) . . dp dpdy dp
Jauf homogene DG erster Ordnung =f Ansatz:y' =p - y" =——=————= ——p

"o_ ' dx dydx dy

zurlickfiihren lasst =fy)

"' =fQ®") Unsatz:y' =p - y" = Z—Z

. X

Inhomogene DG erster Ordnung mit "= ay +s(x) y(x) = Ce™ +f 90 5(11) dut

u=0

Inhomogene DG erster Ordnung mit
variablem Koeffizienten

"=a(x)y+s(x)

y(x) = CeA™® + fj:o eAI-AW g(y) dy
A() = [ a(r)dr; Ax) — A(u) = f::u a(t)dr

Inhomogene DG erster Ordnung mit
variablem Koeffizienten
-> ,Variation der Konstanten”

"+ a(x)y = s(x)

=0
Ermittle y,(x,C) - Ansatz yp(x,c(x))
\Ableitungen in DG einsetzen —
c'(x) bestimmen | [ - c(x) >y = y, + yp(x, c(x))

Inhomogene DG zweiter Ordnung mit
variablen Koeffizienten:
-> ,Variation der Konstanten”

"+a(x)y +b(x)y = s(x)

Ermittle ypi(x), Yr2(x) = Y = ¢ Va1 (X) + €2 (x)
Ansatz: y, (x) = ¢y (x) yp1 (x) + €2 () Ypa(x) =
GLS: Yp1(x) €1 (x) + Ypa(x) c2(x) = 0
Yh1 (%) €1(2) + ¥ (%) €3(x) = s(x) -
c/(x) bestimmen | [ - ¢;(x) >y = yy + y,(x,¢,(x))

mit konstanten Koeffizienten:

Homogene Losung

Lineare DG erster oder hoherer Ordnung

"+ay'+a,y=0

Char. Gleichung (,CG“) A2 + ;A +a, =0 > 43,1, ... 4,

F1:1, 1, ERA A, # A,

vy = Cleh,x + Czelz,x + e

F2:1, L, ERA A = 1, = A

n = Cre™ + Coxe™ + Cyx?e™ + -

F3: 4, =a+if; L, =a—if

Vn = e™®(C, sinBx + C,cosfx) + -

Inhomogene lineare DG erster oder
hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und speziellen
Storfunktionen

Inhomogene Lésung:

"+ay' +a,y =s(x)

Ansatz y, (s.u.), ableiten, in DG einsetzen, Koeffizientenvergleich

F1: s(x) = Polynom Grad n

Vp = by + byx + byx® + — -+ byx™

F2:s(x) = ae"™

-y ist keine Wurzel der CG: Yp = be"*
- v ist einfache Wurzel der CG: y, = bxe?™
- v ist doppelte Wurzel der CG: y,, = bx%e’*

F3:s(x) = asinwx + b cos wx

- sin wx und cos wx nichtin y,: ¥, = Asinwx + B cos wx
- sin wx oder cos wx Teil von yy: ¥, = Ax sin wx + Bx cos wx

F4: Kombination aus F1, F2 und
F3 (additiv oder multiplikativ)

Additive oder multiplikative Kombination aus den
entsprechenden Ansatzen flr y,

erster Ordnung mit variablem Koeffi-
zienten und Storfunktion der Form xy”

Spezialansatz fur inhomogene lineare DG

y' +a(x)y = xy"

d
z = y'™" - berechne y(z) » y' = d—i/z’ -

DG z' + a(x)z = x - losen in z

Homogene DGL der Form
> o ax*y®x) =0

2y" +a;xy’ +a,y =0

Ansatz y, = cx?, abl., einsetzen > CG: A(A — 1) + ¢, + a, =0
Vh = Cox? + Cpx™2 + -

Inhomogene DGL der Form
Shemo aix* y®(x) = ba!

e

2y + a;xy’ + a,y = bx?

¥y = bx?In(x); allgemein: y, = bx'In(x)

Exakte, nicht separable DG erster
Ordnung

p(x,y) +q(x,y)y =0-
p(x,y)dx + q(x,y)dy =0

. dp aq
wobei — = —
ady ax

9 . %

Priife: 3 =

d(x,y) = [p(x,y) dx + CY) = [ q(x,y) dx + D(x) »
— bestimme C(y) und D(x) - lose &(x,y) nachy auf.

— wenn nein: finde int. Faktor a(x,y) -

Ermittlung des integrierenden
Faktors

or _ ﬂ_ ’
a—p(x)/\ax—q(x),oder

or _ H_q_ '
oy =PI AZ =d0)

z.B.x: Lose DG aiy [pCx, y)a(x)] = % [q(x,y)a(x)] nacha

mittels Separation der Variablen

or _ a_q —
oy = PV =q'(xy)
und p und q sind Polynome.

B B
5y [P yP] = = [aCe )xyP] -
auflosen nach a und g mit KV fur alle x™y"

Picard-Iteration

y'(x) = f(x,y(0)); y(x0) = Yo

Vo(X) = Yoi Yns1(0) = yo + [, (s, yn(s)) ds,
\Voraussetzung: f(x,y(x)) ist eine Kontraktion
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Dirichlet- und Neumann-Problem

ou 9%u RB1: u(0,t) = u; (Dirichlet) oder 3—:(0, t) = 0 (Neumann)
=D—..(1); AB: ,0) =
M u(® 0) = uy(x) RB2: u(L,t) = u, (Dirichlet) oder 3—:(L, t) = 0 (Neumann)

5 =D
eparation: u(x, ) = ) Y(D) .. (2) 2 W) = "D |- H() () = L9 =20 (171;]"((2)::/1/1%85) '.'.'.8;

e RB1 und RB2 in (2) einsetzen = (5), (6)

e DGL von EWP (4) I6sen und A=p? einsetzen. = z.B.: $(x) = A cos(ux) + B sin(ux) ... (7)

Mit (5) und (6) fiir (7) eine Konstante und w=f(k) bestimmen = z.B.: §,(x) = B @ (x) ...(8)
e Normieren: B = — L

llorllz fULlPk(x) dx

DGL von EWP (3) I6sen und A=p? einsetzen. Y (t) = C f(t, k) ... (9)

u(x, t) = Yo P () Yy () = Yo G @4 (x) (8, k) ... (10)

AB in (10) einsetzen: ug (x) = Y=o Cic §1c(x) £(0, k) & uo(x) = Eo(uo(x), & () (¢, k) . (x) (8, k) =

Ce = (Uo (), B () £, k) = f 15 () B (6) £(0, k) dx .. (11)

e (11) in (10) einsetzen. Priifen, ob Cy fur bestimmte k=0 wird; priifen ob die Reihe eine bekannte Fourier-Reihe ist; fertig.

Ermitteln der Partikuldrlésung mittels Fundamentallosung:

Sei L(u(x)) ein gewdhnlicher, linearer Differentialoperator k-ter Ordnung: L(1) = x® + aq,_;x* D + q,_,x* 2 + ... 4+ a,x" + a,
Gegeben ist L(u(x)) = f(x)
Ermittle die homogene Lésung von L(u(x)) = 0 und setze damit Fundamentallésung U(x) in zwei Teilen fiir x<0 und x>0 zusammen,
Schreibe dabei getrennte Konstanten C;_ und C;, an. Bestimme die Konstanten so, dass U~ (x) an der Stelle x=0 einen Sprung 1
besitzt, und alle niedrigeren Ableitungen von U an der Stelle x=0 stetig sind. Dann gilt: L(U(x)) = §(x)

5. Die Partikuldrlésung u, (x) lautet dann: u, (x) = (U * f)(x)

Eali o A

Fundamentallosung fir i, o o _ InfI7l a~ 1 3 3
Laplace-Operator in R%: Vi) = () = U@ = 57 = u(@) = W« ) = ;fmz In(y/(x — )2 + (y —m)?) f(&,m) d (&, m)
F 116 fur o2 o . > > >

Lopince operstor s, 7240 = 1) = UG) = = i =) = U+ )

Variationsprobleme:

X2 —
’ y(x0) = ¥o Euler-Lagr. d [Of of N o
Ily] = f(x,y, dx—>Extr.;RB:{ =i —<—)=—=>
] fxl 0, y,5) y(x) =y, Gleichung dx \ay’ 3y DGL I&sen nach y unter Beriicksichtigung der RB

2 , Xo) = i 0
I[y] = fxl f(x,y") dx — Extr.; RB: {?EX(B _ zz = :E/-eL"GeIF:gI. 6_}{’ = const.= DGL I6sen nach y unter Beriicksichtigung der RB

X2 —
I[y]=f f(y,yl)dxﬁExtr.;RB:{Y(xO)_y°:> 1 Integral , Of

N y(x) =y, E-LGR.Gl. Y a_y' — f = const.= DGL lésen nach y (Separation der Variablen)
1[7] = frzﬁ(t 7,#) dx - Extr 'RB'{?O") =To_, legrange d o 5Gisys Iisen nach 7 unter Beriicksichtigung der RB
o TR =7 Funktion gqf v~ 'T = gung
tz = _ 2 .
- R ty) = -, . 5
I[7] = f L(7,7") dx - Extr.; RB: {E( ) L Ham|I'ton 7+ V,L — L = const.=> DGLSYS lésen nach 7 unter Ber. der RB
t i(t) =1 Funktion
y(x0) = Vo isoperi-
X .
Iyl = f f(x,y,y") dx - Extr.;RB: yx) =y = h=f+lg=> E:Jektarrlsl.cahger di(%) = Z_h
% _ (% / e -Lagr. idx \dy y
: oyl =/ glxyy)dx—C=0 Gleichung
x2 y(x0) = yo vereinf. ah
I[y] = f f(x,y") dx > Extr.; RB: {y(x1) =y = h=f+1g= lsoperim. —— = const.
* ol = [Pgluy)dx—C=0 ELGRGl. %Y
Xz y(xo) = ¥o 1. Integral oh
I[y] = f f(y,y") dx — Extr.; RB:{y(x1) =y = h=f+21g = iisoperim. y'T — h = const.
. oyl =[*g(y)dx—C=0 E-LGR-G. y
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Sonstiges:

2 (A%
Nabla /%x\ Gradient a?f’) Divergenz 2 (1) 2 (1) dve(@ | Ovy () | v, (P
- oiy=12 ) = V7 = T i A=V ?) | = &) I OveT)
Opc.-:‘ra v dy von f(7) : gradf(r) = Vf(r) ay von V(7): div vy(t) v vy(i) o T oy oz
tor: K 5@ v,(7) v, (F)
0z 0z
2v,(7) _ vy(7)
_ v (7) () / oy 0z \ Laplace- V2 f(7) = div(grad(f(¥))) = V- (VE#)) = fux + fy + fiz
Rotation ~l_= N O G) .
von ¥(7): rot Vy(r) =Vx|wv @ | = — Operanr Eeche_rjregel. ~ ~ ~
v,(#) v,(%) vy vy von f(¥) V- (ng) = (Vf) . (Vg) + fVig
ax ay
Richtungsableitung Richtung & . CfF+ee)—-@ = . Ll . Sl _ [F(t) x #'(8)|
ounkeR Dsf (@) = ]EIBg ————= V{(#) - é|Krimmung von F(t): K (t) = TFOF
V=yx): g0 = y" . _ 1ly=y(x): KK-Mittelpkt. _ _y_’ 2y, _ i 2N (v 2 _ 2,
7, Radius: asyyz ¥ |KK-Gleichung: Xm =X Iz A +y™) ym=y+ V' (1+y2); (x xmp) +(v Ymp) =Pp
, t x'@©)y" (@) —x")y'(®) 5 ] ] ]
Bt) = (X( )>: Krimmung % K (6) = | y y3 | Fehlerabschatzung IAf] = _fo| + |—fAy| + —fAz|
y(t) (D2 +y'(0)2)2 |Af| von f(x,y,z) 0x dy 0z

Ableitungsformel
Parameterintegral:

Seil(x) = fb(S;)

al

f(x,y) dy, dannistI'(x) = [

a

) ox

b(x) 9f (x,)

dy +b'(x) f(x,b(x)) — a'(x) f(x,a(x))

Winkel  zwischen Leitstrahl und Tangente bei Polarkoordinatendarstellung r=f(¢p)

T
Y = arctan—
T

Wronsky iy, (x) und y,(x) sind linear unabhingig, wenn 3x € [a, b]:

() y(x)

a1 Vi

) # 0 (,Fundamentalsystem")
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