Merkzettel ,, Differentialrechnung” il
08.07.2022

Grundlagen:

f(x) stetig auf [a,b] und diff. auf (a,b): 3¢ € (a,b): f'(¢) =

f(b)—f(a)

Satzv.Rolle: f(a) =f(b): 3¢ € (a,b): f'(§) =0

b-a

1. MWS

f(¥) stetig diff. auf B € R", B offen: 39 € [0,1]: f(%) — () = VH(Z + 9 — %)) - (F —§) = [, V(F + t(F — D)) dt- (Z - 7)
f(X): B € R" > R™, stetig diff.bar auf B, B offen: f(¥) —(5) = [ DI(% + t(F — %)) dt - (¥ — )

2. MWS

Sei f(x) stetig auf [a,b] und diff.bar auf (a,b), dann: 3¢ € (a,b): f'(¢) (g(b) — g(a)) = g'(§) (f(b) — f(a))

Stetig diff. auf (a,b): [Ei f'auf (a,b) I [f' stetig auf (a,b)] |Stetig diff. auf [a,b]: §[stetig diff. auf (a,b)]A [ f'(a,),f'(b)]

3 alle Richtungsabl.
stetig (partiell)differenzierbar = { total diffbar
stetig

; total differenzierbar = {

stetig
part. diffbar

Satz v. Schwarz:

Sei f(X¥) : B € R™ - R zweimal stetig (partiell) differenzierbar. Dann gilt:

% f _ % f
0x;0x; - 0xj0x;

Grundableitungen

in_ n-1 i _1 i __1 ix_xi X — X -1 ’=;

dxx =nx dx In(x) = x dx 1ga(x) = x lna dxe =€ dx a*=a*Ina ) f(f1(x))

isin(x) = cos(x) itan(x) =—L _=1+tan?(x) iarcsin(x) = iarctan(x) -

dx dx cos?(x) dx 1-x? dx 1+x?

icos(x) = —sin(x) icot(x) =———=—(1+ cot?(x)) iarccos(x) =— iarccot(x) =—__*

dx dx sin2(x) dx 1-x? dx 1+x?
x_,—x\ /' X4 ,—X Xy ,—x\/ X _,—X

isinh(x) = (e ¢ ) = cosh(x) = £ e icosh(x) = (e e ) = sinh(x) = =2

dx 2 dx

d _ [(eF-e7X ! _ 2 _ 1 d _ (e¥+e™* ! _ 2 _ 1

Htanh(x) = (e"+e"‘) = 1—tanh®(x) = P = cotanh(x) = (ex_e_x) = 1— cotanh?®(x) = prvTEn

iarsinh(x) = 2 arcosh(x) = — (x>1) Lartanh(x) = — (x| < 1) £ arcoth(x) = —— (x| > 1)

dx Vx?+1 dx Vxt-1 dx 1-x? dx 1-x%

Sonstige Ableitungen (Distributionen, etc.)

4l = y2 = X
dxlxl dx x |x| Sgn(x)

;—ngn(x) =28(x)

;—x@(x) =8(x)

J2, 8 () f(x) dx = — [ 8(x) ' (x) dx = —'(0)

Ableitungsmethoden

U ’ r r r r U ! 'g- ! ! —_ dfd
(fo) = f'g+fg (fgh) = f'gh+fg'h+fon (L) =T/ [Fla@)] =5
(f9) = (g'lnf+%)f9; wegen Ansatz:y = f9 > Iny=glnf - Z‘—;Z—i =§y’ = g’lnf+}%f’g
d __1 4 )

L In(y(0) = L y(x) = L

Ableitung von Funktionen in Parameterdarstellung in

R2:

. dydt _dyl j
V' T dtdx dex % T dtdx dex %8

_dy'dt dy'l iy-—iy

Kurvendiskussion:

NST: f(x,) = 0;
E:f'(x,) = 0 A [f"(x.) # 0 v erste an x, nicht verschwindende Ableitung ist gerade]
= f(x): MIN: f"(x,) > 0 v [f"(x,) = 0 A erste an x, nicht verschwindende Ableitung > 0 ("Sattelpunkt")]
Y= T MAX:f"(x,) < 0 v [f"(x,) = 0 A erste an x,, nicht verschwindende Ableitung < 0 ("Sattelpunkt™)]
wW:f"(x,) = 0na[f"(x,) # 0 v erste an x,, nicht verschwindende Ableitung ist ungerade. )
Konvex auf Intervall I: f" (x) = 0; strikt konvex: f"'(x) > 0; konkav: f"'(x) < 0; strikt konkav: f"'(x) < 0; Vx € I.
2= f(x,y): E: Lose Gleichungssystem z,(x,y) = 0; Zy(x,y) =0 - priife ob z,, (x,, ye)Zyy(xeryE) _ ny(xe’ye) >0
TV I MIN: 2 (20, 2) > 0 MAX: 2 (x,, ) < 0
Hesse- or 9 Hesse- fex fxy fz Hesse- . Sers
. 2 . ) 5 a?r |H(f(x¥)) = DVf(x) =
Matrix  H(f(x,y)) = fo 6axzafy Matrixv. H(f(x,y,2) = fix fyy fyz | [Matrixv. [HEGE)]; = —axiaij ]ﬂ( Esy)rlnetrisch)( )
von f(xy): ayax  ay2 /|fxv.2): fox  fay  faz) |fX00%0) =vr
Stationdrer Punkt 7.: VE(¥) = 0; GLS ldsen. - 7,
MIN (elliptisch): H(f(7)) pos.def.< [V:1> 0] & [v:det(M,) > 0] & [¥"HX > 0 vz € R"\{0} ]
z = f(7) MAX (ellipt.): H((7,)) neg.def. = [v:2 < 0] & [sgn(det(M,)) = (~1)*, k = 1..n] & [#"HZ < 0 v € R"\{0} ]

Sattelpkt. (hyperb.): H(f(%)) indef.reg.< [F3:A<0AT:1>0nA: 1 = 0] & [det(H(f(#))) < 0] © [¥THX € RY ]
parabolisch: H(f(7,)) singulir < [3:1 = 0] © [det(H(f(%))) = 0]
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Finden von Extremalstellen mit impliziten Nebenbedingungen mittels Lagrange-Multiplikatoren:

Geg.: Funktion f(x,y,z);implizite Nebenbedingungen @;(x,y,z) = 0;i =1..n; f, @; stetig dif ferenzierbar

V(f(x, v,z2) + 4, @(x,y,2) + -+ A, p(x,y,2)) = 0 - Lose GLS = xg, Vg, Zg

Differentialgleichungen (Grad: Hichste Potenz von y™; Ordnung bzw. Rang: Héchste Ableitung n von y™)

variablem Koeffizienten

1
"= f(x, Umformenzu-dy = f(x)dx| [ = Iny = [ f(x)
Homogene DG erster Ordnung f( ,y) y J /
mit trennbaren Variablen ( _y (x) (x) dx = y'(x)d N () dx =1 ) +
X)_y(x) [ f(x x—f—y(x)x [F&) dx = In(y(x)) + ¢
Gleichgradige (,homogene”) DG v (Y oy _ . . az
erster Ordnung i _f(x) Ansatziz = = = y=Xxz = y =XzZ+Zx=z+_X
"=f(x) Zweimaliges integrieren
Homogene DG zweiter Ordnung, die sich :: =f(xy) , . dp dpay  dap
|auf homogene DG erster Ordnung L= ) ) Ansatzzy' =p =y  =_"= ddax  ay
zurlckfihren ldsst =f@y,y)
" ’ ’ n_ 4
v' =fO") Ansatz:y' =p =y :ﬁ
Inhomogene DG erster Ordnung mit , e f" ale-u)
konstantem Koeffizienten =ay +s(x) () = Ce®™ + u=Oe s(u) du
Inhomogene DG erster Ordnung mit ' a0y + G0 y(x) = Cer® + Lf:o A=A g(y) dy

A() = [ a(r)dr; Alx) — A(u) =

=0

f;u a(r)dr

Inhomogene DG erster Ordnung mit
variablem Koeffizienten
-> ,Variation der Konstanten”

"+a(x)y =s(x)

Ermittle y,,(x, C) = Ansatz y,(x,c(x))
IAbleitungen in DG einsetzen =
c'(x) bestimmen | [ = c(x) =y = y, +yp(x,c(x))

Inhomogene DG zweiter Ordnung mit
variablen Koeffizienten:
-> ,Variation der Konstanten”

" +a(x)y’ +bx)y = s(x)

Ermittle Y, (X), Ypo () = Y = ¢4 Yp1 (%) + co¥p2 (%)
Ansatz: ¥, (x) = ¢1(x) Y1 (X) + () Y2 (x) =
GLS: yp1(x) €1 (x) + yp2(x) c2(x) = 0
Vi1 (X) €1(x) + Yo (x) €3 (x) = s(x) =
ci(x) bestimmen | [ = ¢;(x) = y = yj, + y,(x, c;(x))

Lineare DG erster oder hoherer Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:

Homogene Lésung

v'+ay +a,y=0

Charakter. Gleichung (,CG“) 2> + a;d+a, = 0> A, 4, .. 4,

F1: 1, 1, ERA A, # 4,

v, = Cie?™ + Cye?2* + ... ‘2. Ord.: C1 coshx + C, sinhx

F2:1, A, ERA A = 1, = A

v, = Cie™ + Coxe™ + Cox?e™ + -

F3: A, =a+if; A, =a—if

alternativ reeller Ansatz: y, = e**(Cy sin fx + C, cos fx) + -+

Inhomogene lineare DG erster oder
hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und speziellen
Storfunktionen

Inhomogene Losung:

"+ay +ayy=s(x)

/Ansatz y, (s.u.), ableiten, in DG einsetzen, Koeffizientenvergleich

F1: s(x) = Polynom Grad n

Vp = by + byx + byx® + — -+ byx™

F2:s(x) = ae"™

- y ist keine Wurzel der CG: Yp = be"*
-y ist einfache Wurzel der CG: y, = bxe?*
- y ist doppelte Wurzel der CG: y,, = bx%e?*

F3:5(x) = asinwx + b cos wx

- sin wx und cos wx nicht in y,: Yp = Asinwx + B cos wx
- sin wx oder cos wx Teil von yj: Yp = Ax sin wx + Bx cos wx

F4: Kombination aus F1, F2 und
F3 (additiv oder multiplikativ)

)Additive oder multiplikative Kombination aus den
entsprechenden Ansdtzen fiir y,

Spezialansatz fir inhomogene lineare DG
erster Ordnung mit variablem Koeffi-
zienten und Stérfunktion der Form xy"

y' +a(x)y = xy™

_dy

z = y1™™ =berechne y(z) = ' 7z =

DG z' + a(x)z = x =loseninz

dz

Homogene DGL der Form

Ansatz y, = cx?, abl., einsetzen =

Moo aex* y® (x) = bx!

24,1 ! —
! () _ ' +axy +a,y=0 CG:A(A—1)+adl+a,=0
=0 X"y () = 0 Vn = Cix* + Cpx? + -
Inhomogene DGL der Form 2y 4 g xy' + ayy = bx? by, = bx?In(x); allgemein: y, = bx'In(x)

Hermitesche DGL

' —2xy' +2ny =0 (n € Ny)

Y = Ho(@) = (-1 25 e

dx™

Exakte, nicht separable DG erster
Ordnung

p(xy) +qx,y)y =0-
p(x,y)dx + q(x,y)dy =0
wobei 22 !

T ox

Prd'fe:z—z = Z—Z
b, y) = [p(x,y)dx +C(y) = [q(x,y)dy + D(x) =

—bestimme C(y) und D(x) = lose ¢ (x, y)nach y auf.

= wenn nein: finde int. Faktor a(x,y) =

Ermittlung des integrierenden
Faktors

0y
Bp_ 1 a_‘l_ ’
oy =PI =d®)

v _ p'(x) /\Z—z =q'(x),oder

2.B.x: Lose DGL% [p(x,»)a()] = == [q(x,y)a(x)] nacha
mittels Separation der Variablen

op

—n’ a_q — A
oy ~ PV =d'(x%y)
und p und q sind Polynome.

3 3
5y [PCox Y] = = [aCeyxyf] =
auflosen nach @ und B mit KV fur alle x™y™

Picard-Iteration

y'(x) = fx,y(x)); y(x0) = ¥o

¥o(X) = Yoi Yns1(0) = yo + [, (s, yn(s)) ds,
\Voraussetzung: f(x,y(x)) ist eine Kontraktion
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System homogener linearer Differentialgleichungen erster Ordnung

Char. Gleichung: 1 = 4; bestimmte EW a; und EV |a;) von A
Ansatz: 7, = e2*k = e4*k = (™, e%|a;Ma; )k

Bestimme k aus Rand- und Anfangsbedingungen

y1 (x)=cy1 y(x) .+ ot C y(x)

y'(x) = Ay(x), mit
Cln)
Cnn

[y (X)=Cp1 Y(x).‘l' o+ Cn y(x)

V1 €11
(o=
yn Cnl
RB1: u(0,t) = u; (Dirichlet) oder 3—:(0, t) = 0 (Neumann)

Dirichlet- und Neumann-Problem
0%u
RB2: u(L,t) = u, (Dirichlet) oder 3—:(L, t) = 0 (Neumann)

ox?’

ou

ot P

. (1); AB: u(x,0) =uy(x)

V) =A@ ..(3)
') =29(x) ..(D)

W) _ on) _
MO )

Separation: u(x, t) = () Y(t) ... (2) (:12 POV @) =0"()Y@) | o) W) =

e RB1 und RB2 in (2) einsetzen = (5), (6)

DGL von EWP (4) I6sen und A=p? einsetzen. = z.B.: $(x) = A cos(ux) + B sin(ux) ... (7)

Mit (5) und (6) fiir (7) eine Konstante und w=f(k) bestimmen = z.B.: §,(x) = B @ (x) ...(8)
1 1

e Normieren: B = PR T
Pz [ r() dx

DGL von EWP (3) I6sen und A=p? einsetzen. Y, (t) = Cy f(t, k) ... (9)

u(x, t) = Yo @i (%) Wi (t) = oo Cie @i (%) £(t, k) ... (10)

AB in (10) einsetzen: ug(x) = Yo Cr Pi(x) (0, k) © uo(x) = Xlo(uo(x), 9y (x) f(t, K)) § (x) f(t, k) =

Ce = (Uo(x), D) (8, k) = f; 15 () e (6) £(0, k) dx .. (11)

e (11) in (10) einsetzen. Prifen, ob Cy fir bestimmte k=0 wird; prifen ob die Reihe eine bekannte Fourier-Reihe ist; fertig.

Ermitteln der Partikuldrl6sung mittels Fundamentallésung:

Sei L(u(x)) ein gewshnlicher, linearer Differentialoperator k-ter Ordnung: L(u) = x® + a,_;x* D + q,_,x*2 + ... + a,x" + a
Gegeben ist L(u(x)) = f(x)
Ermittle die homogene Lésung von L(u(x)) = 0 und setze damit Fundamentallésung U(x) in zwei Teilen fiir x<0 und x>0 zusammen
Schreibe dabei getrennte Konstanten C;_ und C;, an. Bestimme die Konstanten so, dass U~ (x) an der Stelle x=0 einen Sprung 1
besitzt, und alle niedrigeren Ableitungen von U an der Stelle x=0 stetig sind. Dann gilt: L(U(x)) = §(x)

Eali o A

5. Die Partikularlésung u, (x) lautet dann: u, (x) = (U * f)(x)

Fundamentallésung fur
Laplace-Operator in R?:

V2u(®) = (@) = UF) =

In|l7#ll
21

=u@ =UxHE = ifmz In(y G = 2 + vy —m?) f§,m) d(€,m)

1

Fundamentallésung fur _
ar||7l

T (@) = 1) = UG) =
Laplace-Operator in R3: u@® = @ @

=u(@) =U*HE

Variationsprobleme:

dx

X2 —
I[y] = f f(x,y,y") dx - Extr.; RB: {y(xo) Yo,
X1

y(x) =y, Gleichung

ay’

Euler-Lagr. d <5f)

af
ay

= — = DGL I6sen nach y unter Berlicksichtigung der RB

X2 _ '
Iyl = f f(x,y") dx - Extr.; RB:{y(XO) =Yo_, Vereinf. Of
X1

const.= DGL I6sen nach y unter Beriicksichtigung der RB

y(x) =y ELGR-Gl. 3y
2 , Xp) = a
Iyl = Ll f(y,y") dx - Extr.; RB: ggxg _ ii = é_:gt::ggsl y’a—;, — f = const.= DGL lésen nach y (Separation der Variablen)

t, N —
. . to) = . S N
I[7] = J; L(t,7,7") dx - Extr.; RB: {;Et?; _ ;Z’ = I;iift?og: %VVL = V,L = DGLSYS Iésen nach 7 unter Beriicksichtigung der RB
1
tz =3 _ 2 .
o 5 to) = -l . S
I[7] = f L(7,7") dx - Extr.; RB: {E( ) L Ham|I'ton 7+ V,L — L = const.=> DGLSYS lésen nach 7 unter Ber. der RB
t i(t) =1 Funktion
y(xo) = ¥o isoperi-
X2 N
Iy] = f f(x,v,y") dx - Extr.;RB: { y(x1) =y = h=f+1g= E:Jelzrrlsl_cahgi di(gh’) = g—h
X — X2 r _ — - . X y y
' bl fxl gy, y)dx=C=0 Gleichung
%2 y(xo) = Yo vereinf. ah
Iyl = f fCx,y") dx — Extr.; RB: {y(x1) = = h=f+1g= isoperim. 3, = const.
"1 ol = [Pgley)dx—C=0 EGrRal. %Y
* y(x0) = Yo 1. Integral oh
)= J fy,y) dx > Extr;; RB:3¥(1) = = h=f+1g= isoperim. 'y 5, = const.
“ oyl = [Fg(y)dx—C = E-LGR-GI. y
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Umwandlung von DGL in die Sturm-Liouville’sche Gestalt und die Liouville’sche Normalform

" ’ _ wo, a0, ag(x) _ fx) _
(1) Gegeben DGLder Forma,(x)y” +a;(x)y' +a,(x)y =f(x) = y" + 20 TnoY TR 0
d d " !
S.turrr?- (2) SL-Gestalt: (E [p(x) E] +q(x) + Ap(x))y =0=>p)y"+pP @y +q@)y+ipx)y=0=
Liouville’sche v P@ A 200 _
Gestalt: Y @Y T T Y T
Cam _ P al _a® . (@ _ ip®) _ ja® E,j a0(x) _p@) )
B KV 0~ 5@ mm ~ p0 me  peo Y = PO =m0 ) = p) e et = — T 00

(1) Gegeben DGL der Form a,(x)y" +a;(x)y' + ay(x)y = f(x) (s.0.) mit x € [a, b]
(2) ,RBiny“:y(a) = ya; y(b) = y;

(3) Bestimme SL-Gestalt (ﬁ [p(x) i] +qx)+1 p(x))y =0 mit p(x),q(x) und p(x) (s.0.)
(4) L-NF: —w(t) + [G(t) — A]w(t) = 0 mit t = t(x); t(x) € [t(a),t(b)]
) @) = J; [5G dx;
Liouville’sche (b) w(t(x)) = Y/ p(x) p(x) y = () y(x) = 4\/%
Normalform
(d) 406 = === a6 - YpG) P £ (p( re (W)ﬂ

(6) Setze (5d)in (4 )eln und lése DGL (4) nach w(t; 1)

(7) Ubersetze ,RBiny“ (2) mit (5b) in ,RB in w*: w(t(a)) = {/p(a) p(a) v,; w(t(b)) = 3/p(b) p(b) v,

(8) Setze ,RBin w*“(7)in Losung (6) ein, und bestimme damit die Konstanten und die Eigenwerte A,,, die die Gl. erfillen
(9) Setze die Eigenwerte A, in die Losung (6) ein, und bestimme damit die Eigenfunktionen w(t; 1,,)

(10) Setze die Eigenfunktionen w(t; 4,,) (9) in (5c) ein und bestimme damit die Eigenfunktionen y(x; 1,,)

Losung von DGL mit der Greenschen Funktion

Problem: Lése DGL £, y(x) = f(x) ‘Def. Greensche Funktion G(x, x"): Lx Glx,x) @ 8(x —x") = y(x) = f_z G(x, x") f(x") dx’'

Beweis: Lx y(x) =L, f_m G(x, x) f(x") dx' = f_m L, G(x, x") f(x) dx' = f_°° 8(x — x') f(x") dx' = f(x)

Ges: Partikuldre Lésung der DGL £, y(x) = f(x) mit dem Differentialoperator £, = ay(x) + al(x) —+ az(x) + -t an(x)

Ansatz: G(x,x") = ;f_oo Glk) e* =D g |- £,
L, GO x) = =L, [7 Gl e =) dhe = — [ Gk) L™ die | £, G(x,x) 2 6(x — )
8(x — x) = — % Gk) L™ dic | L,e™ =) = p(1e) el
8(x = x') = = [ (k) p(k) e ake | 5(x — ') = = [ (k) e ke = L [7 1 el
= 7, ™) die = — [ Gl p(k) e die
) = G0 p) ) = 1= G p() = G = o

dk | Integral l6sen z. B.mit Residuensatz. Notigenfalls aufspalten:

o ~ i ’ o eik(x—x")
Gl %) = = [ Gk e ke = - ¢ p((k)

Oberer HK (x-x'>0): Gy (x,x") = H(x — x") - 2mi - ¥ ReSimso ; Unterer HK: (x-x'<0): Gypk (x, x) = H(x" — x) - 27mi - ¥, ReSim<o
G(x, x) = Gopg(x,x") + Gypg (x, x)
yp (%) = f_°° G(x, x") f(x") dx' bzw. y,(x) = fb G(x, x") f(x") dx' fiir xe[a, b]

Ges: Homogene Losung der DGL £, y(x) = f(x) mit dem Differentialoperator £, = ay(x) + al(x) -+ az(x) + -t an(x)—

Ansatz: Go(x,x') = ;f_m Go(k) e =D gk |- £,

L, Go(r,x') = =L, [ Go(k) e dke = — [ G (k) Le™* ) dk | L, Gy, %) 2 0

0= ifj:o ﬁo(k) Lxeik(x—x’) dk | Lxeik(xfx’) =p(k) pik(x=x")

0= if_"‘; Go(k) p(k) e*C=x) dke = 0 = Go(k) p(k) e*=*) = 0 = p(k) | Finde Losungen k, ...k,
Go(k) = ¢, 8(k — ky) + ¢, 8(k — k) + -+ ¢, 8(k — k)

Go(x,x") = ZC_;J‘_""OO 8k — ky) =) gk + - + ZC_IY;I_Z 8k — k) e*C=x") g | ZC_:T =a

Go(x, x) = ay [ 8k — ky) eV ke + o+ @, [7 8k — k) eV ke | [ 8(k — key) k) dle = (key)

Go(x, x") = aea(=x") 4 g eikn(x—x")
v (x) = Go(0,x) = aye™ ¥ + .. 4 g, o7 0¥

y(x) = yp(x) + yy(x) | Bestimme Konstanten mit RB

© www.goldsilberglitzer.at -4- helmut@goldsilberglitzer.at




Losung einer Fuchs’schen DGL mit der Frobenius-Methode

2000, L W ey y® =0 (DGL2)

an(x) an(x)

2y +a,(0)y + - +a,(x) y™ = 0..(DGLD) |:a,(x) =
Fuchs’sche DGL |gedingungen: (1) Vi € [0,n]: 3 lim, ., (o — )" A

an(x)
(2) ag(x) ... a,(x) sind analytisch rund um einen Punkt x, (d.h.: 3 Potenzreihe, die in Umgebung von x, konvergiert)

n+o

(1) Ansatz:y = Y%, a,x™+ ableiten bis y™ und in (DGL1) einsetzen

(2) DGL durch a,(x) dividieren

(3) 1/a,(x) in die Summen hineinnehmen.

(4) Den Startwert n = 0 jeder Summe individuell auf n = s; verdndern, so dass bei allen Summen dieselbe Potenz von x steht.
Nicht vergessen, alle Vorkommen von n in jeder so veranderten Summe entsprechend anzupassen!

(5) Bei den Summen, deren Startwert kleiner ist als der groRte Startwert (z.B. n = —1 mit groRtem Startwert n = 0), die ersten Terme
,herausholen”, so dass danach alle Summen denselben Startwert (z.B. n = 0) und dieselbe Potenz von x haben (siehe (4)).

(6) Alles Summen in eine Summe zusammenfassen.

(7) Die ,herausgeholten” Terme nullsetzen. Daraus alle k Werte g;_,_, bestimmen, firr die diese Teilgleichung erfullt ist.

(8) Die Terme der zusammengefasten Summe nullsetzen, und zu einer Rekursionsgleichung a,, ., = f(a,, @41, ... ) umformen.

(9) Rekursionsgleichung als explizite Funktion a,, = a,(a,, n; o) ausdriicken.

(10) Jedes o; aus Punkt (7) in Funktion (9) einsetzen, und a,, 5, = a,(ay, n; 0;) bestimmen

(11) Jedes a,, 4, in Ansatz (1) eigesetzt liefert eine Teillssung y; = Yo @6, x™*7.

(12) Prifen, ob manche oder alle Reihen der Teilldsungen y;(x) durch explizite Funktionen ausgedriickt werden kénnen.

(13)y = ¥, y:(x)

Sonstiges

[} a 82 | 9% | 97

— — Karth.: —+—+—
Nabla (3;\ Nabla 12\ Nabla / 1‘32 \ La- fixz ﬁyaz 3212 JUR
karthe- V=| — Zylinder- (V= o Kugel- |V= — Elace Zylinder: r;(r ;) + e toz

- ay / a9 Y
sisch: \a/ koord.: \ 3 / koord. \ 19 | |V? Kugel: ii(rza_f)+ 1 i(sinﬁi)+ 10
oz 9z 7 sin ¢ 99 gel S ar rZsind 99 9 r2sin2 9 dp?

Af (P

Gradient ( ox oi v, (7) v, (P) .
radien N D | D ivergenz: .. ~)_=. N | _an® | an® v

von f(F) : grad f(#) = VI(7) = o von ¥(7): div vy(i) =V vy(i) o T =

JAG) v,(P) v, ()

0z
v, () 9y ()
‘ v () v, (7) oy oz Laplace- V*f(7) = div(grad(f(?))) = V- (V7)) = fux + fyy + foz
Rotation > I = vy (F) _ 9vy(F)
oo, rot| v, (@) | =V x| @) |= | == -2 Operator iRechenregel:
von V(7): . . 9z ox o, . . =,
v,(#) v,(#) \Buy(F) 3 aux(f)/ von f(7) V- (fVg) = (Vf)- (Vg) + fV?g
ox ady

-

Vx (Vf)=0 V- (Vx¥)=07-(Vf)=Vf V- (1) = (Vf) -V + (V) Vx (fV) = (V) x ¥+ f(Vx V) Vx U x ¥=(V+7) - V25

(fV9)=(Vf) - (Vg) + V29 V(f9)=f(Vg) + g(Vf) V- (V) =f(V-9) + #(Vf) dax (bx&)=b(d-¢) - é(a-b)

V-
V- (AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)

iliic;mlf:ztg;?bleitung Richtung é Do) = 1513(} f(# + se;) —f(#) — T - ¢ |krimmungvon £0):  7c(6) = |?'(T;,Z<t)?|';(t)|
;zygi);)(;ius: K= (1+3;,:2)%; P= % z:Y(G)TZ;ifPﬁnMgi:ttdpkt Xm =X — ;1_; A+y2); ym=y+ % (L +y); (x - xmp)z +(y- Ymp)z =p’
B(t) = (X(t)>: Krimmung K K(6) = |X'(f) y'(© —X”(t)};'(f)l Fehlerabschatzung Af] = |ﬂAx| + gAy| + ﬂAz|

y(®) ()2 +y'(t)?)2 | |Af| von f(x,y,2) ax dy 9z
'::l::wue:gei::g;;k Seil(x) = fab(g) f(x,y) dy, dannist I'(x) = fab(i’;) afé’;’y) dy + b’ (x) f(x, b(x)) — a'(x) f(x, a(x))

r
Winkel  zwischen Leitstrahl und Tangente bei Polarkoordinatendarstellung r=f(¢) P = arctan;

yi(x) ¥ (x)

Wronsky: x) und x) sind linear unabhangig, wenn ix € [a, b :det( ) ;
y: (%) y2(x) gig [a, D] V) o0

) # 0 (,Fundamentalsystem")

Totales Differential, lineare Approximation, Fréchet-Ableitung

- - - - h-0 —
Totales Diff: Fiir kleine ||R]| gift: £(% + 1) ~ f(®) + V(%) -h = f(E+d%) = f(@) +df = |df = -dx, + -+ -dx, = Vf - di
1 n

Lin. Approx o R > L Lin. Approx. i z, ., 2 2N o 2 I >
S T F @ & F )+ F(R) (G~ %) |yorratoty F@ = F o) +D f(7) (2= %,) = fGo) + ]G — %) =
— f1 of1
- T3 Sh
Fréchet- DT =V®= |Jacobi- ] = of _ Df = (V ® /;)T _ VA _[ 9 om
Ableitung  Df =] matrix: =~ ox~ /T - Vf'T"(ﬁ) "\ fm
Z i (X a a

Satz von der lokalen:Sei f() : B € R™ - R™ in einer Umgebung von Z, € B stetig diff.bar und die Jacobi-Matrix %(fo) reguldr. Dann ist

) L . . s -1
Invertierbarkeit: () an der Stelle , lokal invertierbar. f~1(3) : W — U ist in W stetig diff.bar, und: p(f*() =(ptG)) =J"
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Kettenregel, aligemein

Komposition zweier stetig diff.-
barer Funkt. ist wieder diff.bar.

Kettenregel

allgemein: ¢! w=(gof)® =8({®@), dannist Dw = D(g o f) = Dg - Df = (DB)(f(®)) Di®) =

Auswertung eines Skalarfeldes g entlang einer mit x parametrisierten Kurve f(x) =w= g(_f)(x))

of of1
Spezialfall 1: R 29G) ag(y) ‘ox . a9 a9 ox N N
D \Y ) s D = .. 1 Dw=(—F,..,— | = Vg(fi -f'
99)= (o) = (57 0)i pfCo = o2 Jiow= (i) | | = TFeli) e
ox ox

Auswertung eines Skalarfeldes g an einem Vektorfeld f(2) = w = g(?(f))

e K2EN o ofr
Spezialfall 2: . ax; T ax, - ox; T ax,
P Dg(y) = (Vg) (ag(y),m,ag(y)) Df(x) =" . M) pw= (;_g B ;9) oL
Ofm 9fm 1 I/ ly=f@) \ fm 9fm
axy " Axp axy " Axn

Implizite Differentiation (Hauptsatz liber implizite Funktionen):

Impl. Fkt. mit 2 Var. (Kurve in Ebene) f: B € R? - R: f(x,y) = 0, Auflésbarkeit nach y(x) und implizite Ableitung y'(x,y)

Voraussetzungen: (i)f(x,, ¥,) = 0, (xo,¥,) € B; (||)— —stetlg in Umgebung von (x,, y,); (iii) Bf(x‘;y") #0

= 3 nichtleere, offene Intervalle I um x,, ] um y, und Funktion y(x) : I = J mit (1) y(x,) = yo; (2) f(x,y(x)) =0; x €,y €]
fr(xy)
fy(x,y)

= (3) y(x) ist auf I stetig diff.bar, und (,tot. Diff. ”) %f(x, =&y +,0y)y =0=|y(y) =-

z,(x,y, Z))

Impl. Fkt. mit 3 Var. (Flidche im Raum) f: B € R3 - R: f(x,y,z) = 0, Auflosbarkeit nach z(x, y) und implizite Ableitung (z (x,7,2)
y(x Y,

Voraussetzungen: (i)f(xo, Yo, Z0) = 0, (o, Yo, Zo) € B; (i) fs, fy, f; stetig in Umgebung von (xq, yo, Zo); {iii) W #0

= 3 Umgebung U um (%,, y,), V um z, und eindeut. Funktion z(x,y) : U - V mit (1) z(x,, ¥o) = 2o; (2) f(x,y,2z(x,y)) = 0; (x,y) €U

L0y, = £y D) + L@y D % =0] s

= (3) y(x) ist auf I stetig diff.bar, und (,tot. Diff.”) ‘; =Vz(x,y) = — fz(x' )
Ef(x,y,z) =f,06y,2) +f,(xy,2)z, =0 fy( 2L )

(.7

Implizite Funktion mit n Variablen f: B € R" - R: f(X,y) = f(xy, ..., X,_1,¥) = 0, Auflésbarkeit nach y(x) und impl. AbI (x y)

Voraussetzungen:(i) f(Xy, o) = 0, (X, o) € B; (ii) V; a—stetlg in Umgebung von (%, y,); (i) =222 af(xo %) .

= 3 Umgebung U um %,, V um y, und eindeutige Funktion y(Y) (U - Vmit (1) y(Zy) = yo; (2) f(x,y(x)) =0;XeU,yeV;
fr. (%,

= (3) y(#) ist auf U stetig diff.bar, und (,tot. part. Diff. ") 5 f(x V=G +6,EY)y, =0= :_Xy(*,y) _ _ @y

fy(£.y)

- . . 2 - f (t,x,y)) = . (X(t)) . (X’(t,x,y)>
. 3 2, — (1 —
Zwei impl. Fkt. mit 3 Var. (Kurve im Raum) f: B € R® — R?: f(t,x,y) = (fz(t xy)) 0, Auflosb. nach v(D) impl. Abl. V(6% )

Voraussetzungen: (i) F(to,xo,yo) =0; (ii) Z—’; ? of stetig in Umgebung von (t,, X0, y,) ; (iii)

76 ftox0.v0) = Jxy) regulér

= 3 Umgebung U um t,, Umgebung V um (x,, ¥,) und Funktionen x(t), y(t) mit (1) x(to) = xo; y(ts) = ¥o; (2) f(t,x(t),y(t)) =0

o 42 _7 afexy) (X' _ = X’(t,x.y)) __ (ofeay) 2
=(3)x(0), y(0)s.dffb: SHex ) = Fexy) + 522 () =5 = (0 07 ) = - (522) fwxy)

Impl. Vektorfunkt. mit n Var f: B € R™™ - R™: f(Z,3) = f(x4, ..., X Y1, -, ¥m) = 0, Auflésb. nach j(%), impl. Ableitung D¥ (%, 3)

8 (%0, 50) =]

Voraussetzungen: (i) f(xo,yo) = 0; (ii) \7’— —stetlg in Umgebung von (X, ¥,) ; (iii) f—(xo,yo) =% [5 regular

= 3 Umgebung U um %,, V um ¥, und eindeutige Funktion y(X): U = V mit (1) y(X,) = yo; (2) fz, J@) =0; €U,y €V;
= (3) ¥(%) ist auf U stetig diff.bar, und: f(5c' y) = fi &y + fﬁ(x NDy=0= IDy(x y) = —f~ (x V) (%5

Regulare und singulare Punkte

Sei f(¥): B € R™ > R stetig diff.bar. Sei M = {X € B: fj,; (¥) = 0}. Ein Punkt %, ist regular, wenn ﬁfimpl(fo) # 0, sonst ist %, singular.

Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen

Ay=0Ax=0gf qu | .dv

Seiz = x + iy, und Af  Au+ibv Ax—idy _ Aubx+idvAy dz  dx dx Uy v, = o Au=untu, =0
= = 0 = =(_7)|= Vu 1V
f2) =ulx,y) + v(x,y)idz  ax+iny Ax-idy Ax2+Ay =08y-0df dv _ .du u, —Vy Av =V t 1), =0

dz dy dy

Sei f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + i v(x,y). Dannist f(z) differenzierbar an der Stelle z, = x, + iy, wenn gilt:
Uy =7v,, U, = —v, und sowohl u(x, y) als auch v(x, y) sind in einer Umgebung von (x,, y,) stetig differenzierbar.
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