Merkzettel ,,Analysis-Diverses” Il

12.11.2024

Naturliche Zahlen N = {1, 2, 3, ..}; No={0, 1, 2, 3, ...}; ganze Zahlen Z={..,,-3,-2,-1,0,1, 2,3, ..};

Zahlen rationale Zahlen Q = {,Menge der gekiirzten Briiche“}, Reelle Zahlen R = {Q + irrationale Zahlen};
komplexe Zahlen C = {R + imaginare Zahlen}
Potenzen :(a — b)? = a? — 2ab + b? (a —b)® =a®—3a%b + 3ab? — b (a —b)* =a*—4a®b + 6a?b? — 4ab® + b*

ot = (V) 28+ () - () = ()’

B2

2Va. 4a

Auf ganzes Quadrat bringen:

ax? + Bx? = (\/Ex)z + (ﬁx)z +2x%Jaf — 2x%\[af = (Vax + \/Ex)z —2x%Jaf

neG a?—b?>=(a—b)(a+bh) a*—b* = (a® — b*)(a® + b?) a®—b® = (a® - b*)(a® + b%)
neC a?+b? = (a+ib)(a—ib)
nel a®—b®=(a—b)(a®+ab+b?) a®—b5=(a-b)(a*+ a®b+ a?b?+ ab® + b*)

a®+b®=(a+b)(a®—ab+b?)

a®+ b =(a+b)(a*—a®b + a’b? — ab® + b*)

z?(a + b)? = (za + zb)? éz(a +b)? = i(za + zb)?

1234
9999

Periodische Zahlen

in Bruch umwandeln: 0,1234 =

100 000x = 23

.. 98025 x 8123023
0,98123 = o weil 100x = 98,123
99900x = 98025,000

Ungleichungen:

Bei Multiplikation mit negativer Zahl: Umkehr des Vergleichsoperators.
Bei Ungleichungen mit Briichen gesonderte Betrachtung Nenner>0 und Nenner<0

Rechnen mit u logu Inx
Logarithmen log(u-v) =logu +logv; log (;) =logu—logv; log(u™ =nlogu; logiu= %; lg,x = na
Rechnen mit a” x

o | antm = anam; ar™m = qtq™™ = a_m; (an)m — anm; ath™ = (ab)"; at = eln(a ) — exln(a)

a*=b*->x=0

InA

Ina

InB Inb*

lena Ina

- InA+xlna=InB+Inb* > —+

a* +a*t™" = b* + b**™ > a¥*(1 +a"™) = b*(1 + b") » Aa* = Bb* > InA+1Ina* =InB +Inb* -

InA xIna _lnB

Inb "’ Inb Inb

+x-> InA+xlna=InB+xlnb > x=--

Komplexe Zahlen

Karthesische Binomialform Polarform

z =Re(2) +ilm(z)
Re(z) = |z| cos(p) = %(z +2z%)

Im(z) = |z sin(p) =5, (z —z°)

z= |z|(cosg + ising) = |z|ei

|z| = Re(2)? + Im(2)? = Vzz*

[arctan (lm(l)) ;
Re(z)

(2)

| arctan )

Im(z)

Re(z)

¢ = arg(z) = arctan(

Konjungiert komplex

Konjungiert komplex

T
+25
2

z* = Re(z) —ilm(z) z* = |z|e”

TE.
L-%

Re(z) >0

(Im—) —1; Re(z) < 0,Im(2) <0
)+ Re(z) < 0,Im(z) > 0
Re(z) = 0,Im(z) > 0
Re(z) =0,Im(z) <0

Rechenregel: |Re(ab) = Re(a) Re(b) — Im(a) Im(b)

Quadratische Gleichung

Kleine Losungsformel

p und g aus Nullstellen x; und x,

GroRe Losungsformel

Scheitelpunktform

2 +px+q=0
2 1t X =—p
- 1X2 =q

X12 = 3 —q

ax?+bx+c=0

_ 2
—b+Vb%2 —4ac 7 alx —x,)
2T

+ s

Beweis durch volistandige Induktion:

Beweise Yi—, U, = f(n) | Il.: n—n+1

I.: A(1): Prisfe Y-, u,, = f(1)

Ann.: Y, u, = f(n)

Beh.: Y lu, =f(n+ 1)

Bew.: Y (a,) + apy =f(n+1) s f(n) + ap, =f(n+1)

Ansatz Partialbruchzerlegung bei gebrochen rationalen Polynomfunktionen (Grad Zahler < Nenner):

pro einfacher reeller NST

pro mehrfacher reeller NST

pro komplexer NST a + bi:

An An

By Ax+B Ax+B

X —Xp X — Xy

+ e

Ax+ B

(X - xn)z

Crpxt+q  (x—o)x-c)

x% — 2ax + (a? + b?)
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Elementare Funktionen im Kom

plexen

e’ e’ =Yn- o—(RE(Z):;m(Z))n eRe@ (cos(Im(2)) + i sin(Im(z))) le?| = eRe@ arg(e?) = Im(z) ie?*?¥™i=e? ke
Euler: et = cos(g) + isin(@):Moivre: ()" = e = cos(ng) + isin(ng),n €N e? = e%e? % = g% 2;‘{’:0%

In(z) Hauptzweig: In(z) = In|z| + iarg(z) k-ter Nebenzweig: /Inj(z) = In|z| + i(arg(z) + 2kmn); k e Z\{0}

z° Hauptzweig:  z¢ = ¢¢In®@ = cln(@) k-ter Nebenzweig: | (z€), = e¢'™® = ecInk@; [ ¢ 7)\{0}

Vz Vz = W = W[cos (f + 2715) +isin (E + ZnE)] = T{/mei(“’/"””k/"); k=0...n—1(k = 0ist Hauptzweig)
cos(z) |cos(z) = cosh(iz) = Re(e?) = —_ = cos(Re(z)) cosh(Im(z)) — i sin(Re(z)) sinh(Im(z)) i(cos(z))* = cos(z*)
sin(z) |sin(z) = —isinh(iz) = Im(e®?) = ez;—le_ = sin(Re(2)) cosh(Im(z)) + i cos(Re(z)) sinh(Im(z)) : (sin(z))* = sin(z*)
tan(z) [tan(z) = —itanh(iz) = % cot(z) cot(z) = i coth(iz) = %

arcsin(z)|arcsin(z) = —iIn(iz + V1 — 22) arccos(z) arccos(z) = g +iln(iz +V1—22)
arctan(z)arctan(z) = ;;(ln(l —iz) —In(1+iz)) |arccot(z) arcot(z) = é(ln (1 - i) —In (1 + é))

cosh(z) |cosh(z) = cos(iz) = e cosh(Re(z)) cos(Im(z)) + i sinh(Re(z)) sin(Im(z))

sinh(z) [sinh(z) = —isin(iz) = = sinh(Re(z)) cos(Im(z)) + i cosh(Re(z2)) sin(Im(z))

tanh(z) |tanh(z) = —itan(iz) = ez+:: = :Z: coth(z) |coth(z) = i cot(iz) =2 +Z_i

Ae™* + Be™™ = (A + B) cos(x) + i(A — B) sin(x)

Ae* + Be™ = (A + B) cosh(x) + (A — B) sinh(x)

z=a+bi=r(cosg +ising) = re?

|z| =

2 2 b
a‘+b% o = arctana

a=rcosg; b=rsing

Analytische Geometrie

Gerade: ax:+kgy+:dc Py —y1 =k(x—x,) P/ Py —y, = 22 (x x1) @ = arctan1](2_’_—;11(1(12
kreis w2 +32=12  (x—xp)? + (= yp)? =12 ?g:'t_gi':; (uxnf: zf:; :{;ﬁ: - ;:")(C;,dfr;:?e:fizm

Parabel iy = ax? (v = ¥5) = alx — x,)? Spaltgleichung 2 LEA axox §:;Sé?2:?h03§:ezf§?en
Ellipse z—i Zi =1 & —afm)z (y _bi’m)z =1 iSpaltgleichung —+ }2’2}/ =1

Hyperbel z_i_ 2/_2 =1 (x _afm)z _ _bi]'")z =1 iSpaltgleichung Qj:—zx - }2’—2}/ =1

Regel von de I‘Hospital

Ausdruck(— ” D
g "o

f(x) g(x) = ,0 - 00

f(x)g(x)

=,1°%;,0° oder ,,0°

f(x) — g(x) =00 — 00

) Fe limy e (80O = | 1y gy = plimenao) _ | limenc(f0) 7 g()) =
lim im —=—= lim,_, ) = S« | xoc o E@ @ _ O
xX—-C g(x) x—»cg (x) X—>C _1 ” eoo-0u oder eo-oon hmx—wT =,-
g ” " () g(x)

Spezielle Funktionen
Gamma-Funktion: N PR | — — I'(z2)T(1 - 1) _
Eraretterung d. Fakuttit auf ¢ [T = fo t77le™tdt; Re(z) >0 21 =T(z+1) T(z+1) = zTI(z) (AT -2 = 2= (3) =V
Beta-Funktion: (e Y1 s ) )Ty
Eulersches Integral erster Art B (K’X) - -fo ATt Re(g) > 0;Re (X) >0 B (E’X) T I(x+ y)

Praktische Ndherungen fiir x<<1

e"z1+x+(xz—2)

sin(x) =~ tan(x) = x

2
cos(x) =1 — %

()

8
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Erweitertes Horner-Schema:

Ps as ay ajg do
Xo / +Xoa3 X012 +Xo)1
as > 1 Yo - 0!'=P(xo)
Xo / +Xod3 +Xo) 2
Py (x) = azx® + ax* + ax +
2 (%) = azx3 + a,x? + ayx + a, . - v, > 1= Pl(xo)
/ +Xod3
as >, <21 =P*“(xo)
Xo
/
Sonstiges
) ) iy n! ny [ n ny _(my _ ny_( n o\ _ n+ly_ n n
Binomialkoeffizient: (k) ICE) (k) = (n - k) (0) = (n) =1 (1) = (n - 1) =n ( k ) = (k - 1) + (k)
Lagrange-Polynom: Geg.: {(x1,y1), -, (tn )} @;(x) = H?:mﬂ%i p(x) = Xt yi (%)

Kontraposition: (A = B) & (=B = —4) |Negation: —(Vx e M:A(x)) © (3x € M: =A(x)) |—|(Elx € M:A(x)) © (Vx € M: =A(x))

Injektiv: Va,, a, € A: a; # a,: f(a,) # f(a,) §Surjektiv: Vb € B:3a € A:b = f(a) §bijektiv = injektiv A surjektiv

Dreiecksungleichungen: |[x £ y| < |x| + |y]; |[x £ y| = ||x| - |y|| ‘Komposition: gof =glf(a))

Cauchy-Schwarz-Ungleichung: in R: xy < |x||y|, im Vektoraum: |{x,y)| < |[x||||y|l

seia,b,c>0:a—b+c<a+c gselm>n>0:%+%sf sei0<a<lm>n>0:a"+a™ < 2a"

Hilfreiche 1 1 1 b b
Abschatz- Seim>n>0:——-—<— lab| =|allb| max(ab) = max(a) max(b) f f(x) g(x) dx < max (g(x))f g(x) dx
n m n a asx<b a

ungen:

b b
f f(x) dx| < f 0G| dx < max G| (b~ a) = GOl (b — @)

f(x) + f(—x) f(x) — f(—x)

Gerade Funktion: f(x) = f(—x) {Ungerade Funktion: f(x) = —f(—x) fo(x) = 5 ; fy(x) = 5

Konvex: f((l — Dx; + )sz) <(1-)f(xy) +Af(x;); A€ (0,1) Konkav: f((l —Dx, + sz) > (1—-2A)f(xy) + Af(x;); 1€ (0,1)

Stetig an c: lim, . f(x) = f(c) & Ve > 0:38(e) > 0:Vx:|c — x| < &: |f(c) — f(x)| <& Hebbar unstetig: lim,.,._ f(x) = lim,.,, f(x)

GleichmaRig stetig: Ve > 0:38(g) > 0: Vxy, x,: |x; — x5| < 8: [f(xy) — f(x)| < &

Lipschitz-stetig: Vxq, x, € I: |f(x;) — f(x,)| < L|x; — x| §Lipschitz—stetig = gleichmiRig stetig: 8(¢) = ¢/L

Eine auf einem kompakten Intervall stetige Funktion ist dort beschrankt.

Analytische Funktion: Sei K=R oder K=C. Eine Funktion f: D € K — K heiflt analytisch im Punkt x, € D, wenn es eine Potenzreihe
Yoo an(x — x)" gibt, die auf einer Umgebung von x, gegen f(x) konvergiert. Eigenschaften: (1) analytisch = glatt

n)
(2) lokale Potenzreihe = Taylorreihe; d.h.: a,, = % (3) Nur wenn K=C, dann gilt: analytisch < holomorph

(4) Verkettungen analytischer Funktionen sind wieder analytisch.

Holomorphe Funktion: Eine Funktion f: D € C — C heiRt holomorph, wenn sie in jedem Punkt von D komplex differenzierbar ist.

Glatte Funktion: Eine Funktion f: D < R — R heift glatt, wenn sie unendlich oft (stetig) differenzierbar ist.
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Funktionenraume

Norm. Vektor-
raum (V, || - |D:

Vektorraum tber K
mit definierter Norm

V= RE:X = (1201 (sl = IsHIEID A (1% + 71 < 121+ 171D (121 2 0; [1%]l = 0 < % = 0)

ar;%,(lf(X)I + gD < gggé(lf(@l) + C}g}gﬁ(lg(ﬂl)

Funktional f

Sei V ein Vektorraum Uber den Kérper IK. V kann auch ein Funktionenraum sein.
Ein Funktional f: V — K nimmt einen Vektor aus V als Input, und liefert einen Skalar € K als Output

Lineares Funktional (LF)

fist ein Lineares Funktional (LF) auf V, wenn: f: V - K: f(Ax + py) = Af(x) + uf(y) Vx,y € V; Lu e K

Beschranktes LF

Ein LF auf dem normierten Raum (V, ||-||) heiBt beschréinkt, wenn 3K > 0: |f(x)| < K||x|| Vx € V

Norm des LF

1€

Das kleinstmagliche K (s.0.) heiRt Norm des Linearen Funktionals f: ||f|| = Squ*OH(x_u = sup|y=1 [f(x)]
. _ (b . b Maximum —
1-Norm: {[If[ly = [ IfGx)| dx [2-Norm: ||f]l, = /(F, ), = /fu £2(2) d% | \orm: Iflleo = max |fCx)]

Stetigkeit des LF

f: stetig © beschrankt; stetig = lipschitz — stetig

Operator F

Sei V ein Funktionenraum. Ein Operator F:V — U ist eine Abbildung zwischen den Funktionenrdumen V und U

Linearer Operator (LO)

Seien(V, ||I|ly) und (U, |I*|ly) normierte (Funktionen)rdume iber K.
F ist ein Linear Operator (LO) auf V, wenn: F:V = U: F(Ax + uy) = AF + uF(y) Vx,y €V; Lu e K

Beschréankter LO

Ein LO F:V - U heiRt beschrdnkt, wenn 3K > 0: ||[F(x)|ly < K||x||, Vx € V. LO: stetig < beschrankt

Norm des LO

IF@)lly

Das kleinstmogliche K (s.o.) heit Norm des Lin. Operators F: ||F||,cy = SUP|jxlly=0
4

= supji, =1 IFGly

Stetigkeit des LO

F: stetig & beschrankt;

Banachraum

Ein normierter Raum (V, |||]) ist vollstindig, wenn jede in V verlaufende Cauchyfolge konvergent ist; d.h. wenn ihr|
Grenzwert auch in V liegt. (Anm.: Fir jede Teilmenge eines vollstandigen normierten Raumes ist ihr Abschluss ein
vollstdndiger Teilraum.) Ein vollstandiger normierter Raum (V, ||-||) heift Banachraum.

Beispiele fiir endlichdimensionale Banachrdume: R", C", Raum aller Polynome vom Maximalgrad n,...

Beispiel fiir oo-dimensionalen Banchraum: Raum d. stetigen Funktionen auf kompaktem Intervall (C[a, b], ||*|lc)

Raum L'(a,b)

Der vervollstindigte Funktionenraum {f: C[0,®) - R; ||f]l; < oo} mit |||, = fooolf(x)l dx wird als Raum der
absolut integrierbaren Funktionen L[0, ) bezeichnet. Fiir Vf € L![0, ) gibt es eine Funktionenfolge (f;,) €
C[0, ), so dass lim,,_,, f;, = f*. Daherist ||f*|l; = lim,,_o | f5 1. Statt L1[0, o) geht auch L[q, b].

s el evnlfll <o

o f, konvergiertin L' & f, ist eine Cauchyfolgein L' © Ve > 0:3N(e):Vm,n = N(e):||fn — fulli < €

Banach’scher
Fixpunktsatz

Sei (V, |I'|) ein Banachraum und (1) F selbstabbildend, d.h. F:V — V und (2) eine kontrahierende Abbildung, d.h.:
aL € (0,1): |F(N) = F(F)|| < L||f = f|| Vf. f € V. Dann hat F genau einen Fixpunkt f* € V: f* = F(f™).
Wenn F eine lineare Abbildung ist, dann: ||F|l,y < K < 1.

Prahilbertraum

Ein Vektorraum, in dem ein inneres Produkt definiert ist (V, (-,)) , heiRt Préhilbertraum. Damit es ein inneres
Produkt (-,-) geben kann, muss die Norm ||-||, definiert sein, bzw. das Innere Produkt induziert die Norm ||-||,:
llx]l, = /{x, x) Vx € V.

Fir K=IR spricht man auch von einem euklidischen Raum, fiir IK=C von einem unitdren Raum. In einem
Préhilbertraum ist ,,Orthogonalitit” x Ly definiert (x L y & (x,y) = 0), und es existieren Orthonormalbasen.

Inneres Produkt

Sei V ein Vektorraum tber K. Das innere Produkt (-,-): V X V — K muss folgende Eigenschaften haben:

- Linearitat im ersten Argument: (Ax + uy, z) = Mx, z) + u(y,z) Vx,y,z € V; L, u € K(fur (x,y) =Y x;y;)
- Hermite-Eigenschaft: (x,y) = (y,x) Vx,y €V

- Definitheit: (x,x) 2 0Vx €V A (x,x) =0 x=0

Aus Linearitat im ersten Argument und Hermite-Eigenschaft folgt konjugierte Linearitdt im zweiten Argument:
(z,Ax + py) = Nz, x) + {i{z,y) Vx,y,z€V; LueK

Pythagoras

xly=x+yll> =(x+yx+y) = x|+ llyl? |CaUChV-SChW3f21 1o < Nyl

Parallelogrammgleichg.

llx + Y112 + llx = yII? = 2(11xII? + IylI?) for K=R. (x,y) = 5 (lx + I + [lx = ¥11%)

Hilbertraum

Ein vollstandiger Prahilbertraum (7, (-,)) heiRt Hilbertraum H. Fiir alle x,y € H gibt es Folgen (x,,), (y,,), die gegeny
x bzw. y konvergieren. = (x,y) = lim,_, (X, ¥,.)-

Raum L(a,b)

Der Raum V = C[a, b] tiber R oder C mit (f, g), = fab f(x) g(x)dxund |Ifll, = V{f, )2 = /fab () F(x) dx

wird durch Vervollstandigung zum Hilbertraum H = (L(a, b), ||:||,), dem Raum der quadratisch Lebesgue-
integrierbaren Funktionen. L?(a, b) besteht aus Funktionenklassen L2(a, b) = {f1ass(f*) : lIf *|l; < o0}. Jede
Funktionenklasse f,qss(f*) besteht aus allen &quivalenten Funktionen, fir die gilt: ||f — f*|| = 0 (das sind insb.
Funktionen, die sich nur an endlich vielen Stellen punktweise unterscheiden).

e fiel2 o vnifll, <o

o f, konvergiertin L? & f; ist eine Cauchy-Folgein L? & Ve > 0:IN(e):Vm,n = N(&): ||f;n — full2 < &

Raum [2

Der Raum [? ist der Raum der in der 2-Norm beschrankten Folgen: 1? = {u = {u;,u,, us, ... }: [|lu||, < oo} mit

(w,v) = Y wewp und lull, = (wuw), = VX5, ul%

cucl o ull, <o e |ull} <o e ¥ uf <o

Satz von Riesz-Fischer

Sei H ein Hilbertraum, f € H, {4, ¢,, ...} ein ONS in H, und a, ein Folge in R.
Dann: T52 |y | < o0 & 3feH: f = S, gy

separabler H & [I?

Ist H separabel, (d.h. 3 ONB {py,¢,, .. }: Vf € H: f = T{f, 0i)oi) = IIf If; = Eialel® = llallz (2.B. H=L?)
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Orthogonalraume, Orthogonalprojektion

Orthogonale Vektoren

Sei V ein Prahilbertraum, und x,y € V. Danngilt: (x,y) =0 & x Ly

Orthogonale Unterrdume

Sei V ein Préhilbertraum und M,N € V.Dannist M L N,wennVx € M\,YVy € N:x Ly

Orthogonalraum

Sei IV ein Prahilbertraum und M € V. Der Orthogonalraum M+ = {vx € V:x 1L M}

Orthogonaler Projektionssatz

Sei U ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann gibt es fir jedes x € H genau ein u € U, so dasg
[lu — x|| = min,ey|lv — x||. Danngilt: (u —x) € Ut und H = U @ U*.

Orthogonalprojektoren

Sei U ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann sind die Orthogonalprojektoren P und Q Abbildungen
x€Hw»Px€eU und x € H~ Px € Ut, die x eindeutig zerlegen in x = Px + Qx mit Px L Qx. Fur
Orthogonalprojektoren gilt immer: PPx = Px und (Px,y) = (x, Py).

Orthogonalprojektion auf end-
lichdimensionalen Unterraum

Sei U ein m-dimensionaler Unterraum von H und {¢@,, ..., ¢,,} eine ONB von U. Dann ist fiir jedes x € H]
die Bestapproximierende Px € U gegeben mit Px = Y.7- (X, ¢;) @y

Separabler Hilbertraum

H ist separabel, wenn in H eine abzihlbare ONB {¢,, ¢,, ... } existiert, d.h. Vx € H: x = Y5 1(x, @) )@k
L%(a, b) ist separabel.

Trigonometrisches
Fundamentalsystem (TRFS)

{1,sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x), sin(3x) , cos(3x) , ... } ist ein OGS in L?(—m, )

Trigonometrische ONB

sin(x) cos(x) sin(2x) cos(2x) sin(3x) cos(3x)

1
{E’Jﬁ'ﬁ’ﬁ’ﬁ’ﬁ Vi

, } ist eine ONB in L?(—m, ) (= Fourier!)

Besselsche Ungleichung

Sei {¢1, ®,, ... } ein co-dimensionales ONS in H. Dann gilt: Y5, [{x, @, )|? < ||x||? (,Projektion ist kiirzer”)

Parseval‘sche Gleichung

Sei {¢;, @;, ... } ein co-dimensionales ONB in H. Dann gilt: Y-, [{x, px)|? = [|x]I?
2
Im TRFS: % I£11Z = %fab f2(x) dx = az—D + X%, (a2 + bE) ... mit a,, F.-Koeff. fiir cos(nx) und by, fiir sin(nx)

Distributionen

Definition

Es gibt ,irreguldre” Funktionen F(x), die wegen besonderer Eigenschaften im herkémmlichen Sinn nicht definiert werden
kénnen, oder die zwar definiert werden kénnen, aber im Intervall von -oo bis +oo nicht integrierbar sind. Diesen Funktionen
kann aber ein Funktional F[¢], genannt ,Distribution”, zugeordnet werden, dass das Verhalten auf eine Testfunktion @(x)
beschreibt: F(x) & Flp] = (F,¢) = f:': F(x) @(x) dx. In diesem Sinne kann F(x) als eine Gewichtung im Integral der
Testfunktion verstanden werden. Die Menge aller Distributionen F[¢] kann auch als der Dualraum aller Testfunktionen
verstanden werden.

Eigenschaften

Linearitat: §F[oc<p1 + Bo,] = aFlp;]+ B Fle,] |Ab|eitung: (F',@) = —(F,@"); (F™, @) = (=1)(F, ™)

Testfunktion

Notwendige Eigenschaften von ,guten” Testfunktionen ¢(x) sind abhangig von F[¢].

Im Allgemeinen soll ein @ (x) mindestens (1) glatt sein; und (2) ,hinreichend schnell” im Unendlichen auf Null gehen.

e Testfunktion Klasse 1: Der ,Trager ist kompakt” (i.e.: ((x) ist nur in begrenztem Bereich ungleich Null)

o Testfunktion Klasse 2: ¢ 4(x) = e_(ﬁ)J'ﬁ fiirc < x < d;sonst0

e Testfunktion Klasse 3: ,,gut” im Sinne der Fourieranalyse von allgemeinen temperierten Distributionen: @(x)
verschwindet ,hinreichend schnell” im Unendlichen, ist aber ungleich null bei allen anderen Werten, z.B. @(x) = e~mx*

o Testfunktion Klasse 4: Wenn F(x) ,hinreichend konzentriert” ist, dann entfillt die Bedingung, dass die Testfunktion im
Unendlichen gegen Null gehen soll, und es bleibt nur die Bedingung dass sie glatt (i.e. unendlich oft differenzierbar) ist.

8(x) © 8[g] = 8,[p] = @(0) & [~ 8(x) p(x) dx = ¢(0) 8(x — %) 8, [0] = ©(x)

- {oe) 1 1] E
e [0 dx =1 [ dx = (0 omet (@] 500 = Lot #) 8(x — x0) = Fx) 80— x0) 5(x) = 8(==)
x8(x) =0 8(ax) = ﬁﬁ(x) lx] 8(x%) = 8(x) 8(f(x)) = ins‘s‘(:‘)i‘); x; ...einfache NST | [ §(x) dx = H(x)
. 1 1 2
8(x = x0) = limy,_,c, 8, (x — x0) mit 8, (x — xo) = {” filr xo =5 <x <%+ 2_} Gauss:  §(x) = lim,_, (ée’?)
Delta-Folgen 0 sonst B
sin(Z in2
Lorentz: i8(x) = lim,_, (12‘?) Dirichlet: 18(x) = lim,_ (i - ) = lim,_, (%s xixt))
1fiurx>0
Heaviside- 0(x) & B[p] = [~ @) dx; 0(x —xo) = [*°8(t) dt; O(x) = {2 f" =0 O(x—1x)=1-0(x,—x)
Funktion Pl=J, @ ’ 0) = J_» ; = ;furx_ X —Xxy) = Xo— X
0 sonst
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