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Minkowski-Raum

Euklid. Raum 52 = t2 + x? (hier und im Weiteren im Teil Il immer mit Konvention: ¢ = 1) = immer s? > 0, wennt = 0V x # 0
52 = t2 — x? (Minus beinhaltet alle Effekt der der SRT)

Minkowski- = s2 kann 0 werden, auchwennt #0Ax # 0

Raum: = 52 > 0... ,zeitartig” (weil t?> > x2) —innerhalb des Lichtkegels (Kausalitit)

= 52 < 0... ,raumartig” (weil x2 > t?) — auBerhalb des Lichtkegels (keine Wechselwirkung méglich)

Linienelement:

ds® = Ny dx* dx” = dx* dx,, = dt* — dx* — dy* — dz?; ds* > 0: zeitartig; ds® < 0: raumartig =ds> ... invariant

Eigenzeit dt:

o invar

ds ds’? = dt?* — dx® — dy? — dz* = di* = = dr =ds? = /dx“ dx, = Jdtz —d*—dy’ —dz* >

ax*  dy* dz?
dr=dt [1-Z5 -2 2 —
dt dt dt

1 . 1 1
dr=dt-mity= ==

Y 14 ax? ay? az? V1-v2
“at? a® al?

Lorentz-Tensoren der Stufe (p,q)

Lorentztensoren sind alle Objekte, die wie Tensoren unter (homogenen) Lorentz-Transformationen transformieren. Sie sind
nicht ,invariant” im dem Sinne, dass die Komponenten unter Lorentz-Trafos gleich bleiben, sondern nur insofern als das
,Objekt” dasselbe bleibt (aber mit anderen Komponenten); z.B. bleibt das das Skalarprodukt zweier transformierter 4er-
Vektoren unverandert, weil sie immer noch ,dieselben” Vektoren sind, obwohl sie andere Koordinaten haben.

Ein Tensor der Stufe (p, q)
... ist multilinear.

Definition ... hat p ,,obere” (kontravariante) Indizes, und q ,,untere” (kovariante) Indizes.
... kann daher auf p duale Vektoren (Index ,,unten”) und auf q Vektoren (,Index oben”) wirken
... liefert dann als Ergebnis einen Skalar: T: V* X .. X V* XV X ..XV - A€ K
p—-mal q-mal
. T(p,q) = T“l"'“l’vlqu : 6511 ...65: : dei dxzz (wobei a, ...a, und b; ... b, abstrakte Indizes nach Penrose sind)
Tensor— Basis Ko—Basis
komponenten pmal kovar. qmal kontravar.
Man nennt (V,T') einen Vektorraum V iiber den Skalarkérper I' (z.B. R, C), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
3 Vektoradditionsoperator +:u, v € V = (v + w) € V (,abgeschlossen in Bezug auf Vektoraddition”), so dass gilt:
V1: Assoziativgesetz: Vu,v,w € V:iu+ (v+w)=w+v)+w
V2: 3 neutrales Vektorelement 30 € V:Vv € Viv +0 =0+ v
\/ektorraum V3: 3 inverses Vektorelement Vv € V 3(—v) € V:v + (—v) = 0
(allgemein) V4: Kommutativgesetz: Vo,w e V:v+w =w+v

3 Multiplikationsoperator <A €T, v € V - (1-v) € V (,,abgeschlossen in Bezug auf Skalarmultiplikation®), so dass gilt:
Slassoziativ: VAET, Viw €V:A- (v+w) = Av + Aw
S2 distributiv: VA, u €T, Vv € V:(A+ ) v = Av + uv
SI:VALu€erl VvveV:A-(u-v)=Qu) v
S4:neutrales Element 1: Vv EV:1-v=v

Tangentialraum

In jedem Punkt p gibt es einen Tangentialraum T, M. Der Tangentialraum ist ein Vektorraum. Seine Elemente sind
Tangentialvektoren v%, die nicht Teil des Raumes sind (auRer in euklidischen Raumen).

axH

V=T,M=4 v* =
S

Vektor

vh a7
——

Kompo i
nten

mit Bﬁ‘ = (,,Raum aller Richtungsableitungen im Punkt p“)
P

Dualraum

Der Dualraum V* & {@:V — I': ¢ ist linear} ist ein Vektorraum, dessen Elemente allen linearen Abbildungen ¢:V — K sind.
Definition Vektoradditionsoperator: (¢ + Y)(v) € @(v) + Yy(v) ETVV EV
Definition Multiplikationsoperator Skalar/Vektor: (1-@)(v) ¥ 1@(v) ETVVEV,1ET

Kotangential-
raum

In jedem Punkt p gibt es einen Kotangentialraum T,; M, der der Dualraum zum Tangentialraum T, M ist.

V*=T;M={ w, = w, dxt ;wobeid®dx) & &’ (,Raum der lin. Funktionale, die jedem 9 eine Zahl zuordnen*
P Wa ( a u @Xq = Oy u
Ko— Kompo Kobasis
Vektor nenten.

Spezialfall (1)
(1,0)-Tensor

Ein (1,0)-Tensor ist ein Vektor v* = v*d7. Er ist eine Abbildung V™ —» R; v(w) = (v,w) = v¢w, » 1 € R.
Transformation: 7* = A*,v". Gleiche Transformation fiir Kobasisvektoren: d¥4 = A%, dx,,.

Spezialfall (2)
(0,1)-Tensor

Ein (0,1)-Tensor ist ein Kovektor w, = w, dx". Erist eine Abbildung v —» R; w(v) = (w,v) = w,v* = 1 E€R.
Transformation: W, = A,"w, (A,” ist die Inverse von A,). Gleiche Lorentz-Tranfo fiir Basisvektoren: 5ﬁ =A,"0.

Spezialfall (3)
Linienelement -
Minkowskimetrik

Das Linienelement ds? kann nicht nur als skalarer Wert ds* = dt* — dx? interpretiert werden, sondern als symmetrischer
(0,2)-Tensor ds® =n,,, dxk dx}, = 1,,, mit den Kobasisvektoren dx!; und dx}. Die Komponenten 77,,, bezeichnet man als
Minkowsi-Metrik. Sie ist (wie jede Metrik) symmetrisch: 17,,, = 1,,,. Eine Metrik ist ein natirlicher Isomorphismus zwischen
V und V*. Sie erlaubt ,Indexziehen: 1, v” = v,. Fur die Minkowski-Metrik gilt: ,,,, = n*” = diag(1,—-1,-1,-1)
(Westkiisten- bzw. Teilchenphysik-Konvention). Trafo (allgemein): 7], = A#“Avﬁna,; = A#“Am. Lorentz-Trafo: 7, = 7,

Spezialfall (4)
Feldstarketensor

—F

Der Feldstarketensor F, ist ein antisymmetrischer (0,2)-Tensor: F,;, = F,, dx! dxy; E,=-F,

Transformation: £, = A,“A,/F.z
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Poincaré- und Lorentz-Transformationen

Poincaré-Trafo

Poincaré-Trafos sind Transformationen, die die Minkowski-Metrik unverandert lassen:

allg. | 1
u v 48 U=V~ i v _ ZH =V
nuv dxa dxb - nyv dxa dxb|nuv - nuv > n,uv dxa dxb - nuv dxa dxb
[ ——

Y
! T o Of¢
N, dXG dx}y = 1,5 d%g dx£| FO O (xH) = dFS = ai—#dxg
ar*orf
N, dxh dx, = U vertewen dxt dxj, =

afcark
N = N o o = 000, f 0| 01

Oy = 02 (ap0uf 0,17 ) = 1 (010,F VO, f* + 10, f (0,0,
03y = Nap (020, )0, fF +1500,,7(0,0,f)|npe = %;‘HB

s = M (10, )0 ” + s P @30, f ey = (10 + 210 )
0 (31 + 30, ) = 1 (010, V0,17 + 10 (320, F I, f*
0 (300 +310) = 1 (020, £ )0F + 10 (320,F ), fF
~ 0y + 501 = N (00, )0, f7 + 10 (3,8, )0, fF =

%aﬂhv = naﬁ(a/laufa)avfﬁ =0= naﬁ(alaﬂf“)avfﬁ =Nap (aua/lfa)avfﬁ

Nuv = Nvu

d,ff # 0 (darf nicht singular werden) =

a2fa

0,0,f% = et = 0 ... Bedingung fiir Poincaré — Trafo‘

Losung (Poincaré-Trafo): |f"(x“) =A%, x" +p” | mit A%,... Lorentz-Trafo (hom. Anteil); p“ ... Raum-Zeit-Trafo (inhom. Anteil)

eigentliche und
uneigentliche
Lorentz-Trafo:

Die Lorentz-Transformation ist der homogene Anteil A”,, der Poincaré-Trafo.
ﬁw:nﬂAﬁAﬂmw:nwquAammeh:nW:angNn:AﬁmMA%:(N)KMNWV=>Q—ATA
det(n) = det(ATnA) = det(AT) det(n) det(A)| det(n) = —1 = —1 = — det(AT) det(A)| det(AT) = det(A) =
det?’(A) =1 = |det(A) = il“eigentliche LT (keine Raumspiegelung): det(A) = +1, uneigentliche LT: det(A) = —1|

Inverse
Lorentz-Trafo

(1)
Sei A eine LT, dann gilt: j = AT A ... (1) (wobei 7j = 1). Sei A™! die inverse LT, dann muss gelten: n = (A1) A =
n=@ANTATg AN AT A =n = 5 = (A")Ty A™* = |A~T st eine Lorentz-Trafo (némlich die Inverse zu A)|

Lorentz-Gruppe

Ein Paar (G,°) heiRt Gruppe, wenn die Menge G # @ und das zugehdrige Gruppenprodukt o folgende Eigenschaften erfiillt:
(1) o: G X G — G (abgeschlossen in Bezug auf das Gruppenprodukt)

Gruppe (2)Va,b,c € G: (aob) oc = ao (boc) (assoziativ)
(Definition) (3)Va€e G:31 € G:acl=10a=a(3 Einheit)
(4)Va€G:Fa t€G:acat=atoa=1(3 Inverse)
Wenn zusétzlich gilt Va,b € G:a o b = b o a (kommutativ), dann ist (G,°) eine abelsche Gruppe.
Die Menge der Lorentz-Transformationen LT bildet zusammen mit dem Matrixprodukt eine Gruppe:
(1) VA, A, €ELT:MA, ELT < 7 = (MDD A Ay | (M AT = NAT = = AATn A A, AT Ay =1 = = Ao A,m
(2) VAL, A, € LT: (A{A)A; = A{(A,A3)m (wegen Assoziativitidt des Matrixprodukts)
Lorentzgruppe (3) VA € LT:Al = 1A = A mit 15 & &5

(4) VA€ LT: AN AN = A7*A =1, weil det(A) = +1
e eigentliche LT (det(A) = +1) bilden die Gruppe SO(D — 1,1) (,spezielle orthogonale Gruppe*)
o eigentliche und uneigentliche LT zusammen (det(A) = +1) bilden die Gruppe O(D — 1,1) (,,orthogonale Gruppe*)

orthochron /
nicht orthochron

N = an‘[))Aa‘u.Aﬁv|5 50 = Moo = naﬁAaoAﬁo = 10oA%A% + Z?:NhiAloAlo =190 (A%)* + Z?=1 Uii(AL0)2|n?_0: -1 =
. . i
1=(A%)2 =23 (AN = (M%) =1+32,(Ay)? = (A°)? = 1 = zwei L6sungen:
A%, > +1 ... orthochrone Lorentz-Trafo (keine Zeitspiegelung); A°; < —1 ... nicht orthochrone Lorentz-Trafo (Zeitspiegelung)

Untergruppen
Lorentzgruppe

e orthochrone, eigentliche LTs: A% > +1,det(A) = +1 ; (ab sofort sind mit LT immer orthochrone, eigentliche LTs gemeint)
A, bilden eine Untergruppe von LT, darstellbar als Folge von infinitesimalen Trafos
e orthochrone, uneigentliche LTs: A% > +1,det(A) = —1
PA mit P ... Parititstransformation (Raumspiegelung ¥ — —X)
e nicht orthochrone, eigentliche LTs: A, < —1,det(A) = +1
PTA, bilden keine Untergruppe von LT, mit P ... Paritdtstransformation (¥ = —%) und T ... Zeitspiegelung (t = —t)
e nicht orthochrone, uneigentliche LTs: A%, < —1,det(A) = —1
TA mit T ... Zeitspiegelung (t - —t)

(0-1)(D-2)

Rotationen Aij alleine bilden die Untergruppe SO(D — 1) mit unabhéangigen Eintragen (z.B. 3 unabh. Rot. in (3+1)D

Lorentzboosts A%, bilden keine Untergruppe (Thomasprazession!)
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Lorentz-Algebra

Allgemeines

Die gesamte Lorentzgruppe enthalt mehr Informationen als die Lorentzalgebra. Von der Algebra kann der Teil der Lorentzgruppe rekon-
struiert werden, der mit der Einheit stetig verbunden ist (das sind die eigentlichen, orthochronen Lorentz-Trafos; in weiterer Folge ein-
fach nur Lorentz-Trafos bzw. LTs genannt). Diese kénnen mit infinitesimalen Lorentz-Trafos aus den Generatoren L°%, 92, 103, [12 [13
und L?3 generiert werden. Die Kommutator-Relationen zwischen diesen Generatoren definieren die Lorentz-Algebra (eine Lie-Algebra).

Infinitesimale
Transfor-
mation

ANp = 6,‘} + 0% mitw% ... ,klein“ ... (1) Invarianz der Minkowski-Metrik impliziert Antisymmetrie von

1
Ny = AW g = (85 + 0%, ) (8 + 07 g = (85 + @) (8 nap + 07 ) = (85 + 0%) My + @)
Ny = ;tlnav + wa,ur]av + 6;fwav + wauwav = Ny = Ny + Wy + Wy + O(wz) = Wy, + Wy = 0= Wyy = —Wyy

Generatoren

In D Raumzeit-Dimensionen gibt es b-1)

unabhdngige Lorentz-Trafos (z.B. 3 Boosts und 3 Rotationen in (3+1) Dimensionen.
0 Woq Wz  Wo3

wr| T 0 B 1), + 00p (1), + 005 (L) + 0151y + 013 (L13) 1 + 05 (P,
W —wy, —wiy 0 3 Iz 7 I 7 w I

—wo3 —wiz —wyz 0

(LF),, = 6¢8] — 635
B = (LB = —(L*B
(La )MV - (L a)uv - (Ld )vu

0
-1

01y _
(L )uv_ 0
0 Infinitesimale Trafo aus Generatoren
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(Vorzeichenwechsel in den
,raumlichen Zeilen” (Zeile 1-3)
Generatoren fir aktive Drehungen
und aktive Boosts
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Lorentz-
Algebra

SO(3)-Rotationen sind echte Unteralgebra (ohne Boosts): [Li,LJ-] = gLy (mit L, = %ekaﬁL"‘ﬁ)
Kommutator zwischen Rotation L; und Boost K;: [Li,Kj] = &Ky (mit Kje = Loy)
Kommutator zwischen Boosts: [Ki,Kj] = —¢&;;; L) (Boosts sind keine Unteralgebra - Thomasprazession)

._
cio

[LKA' L;n/] — T]Z”LKV _ T]AVLK” _ nK;ALAv + T]KVLM‘ (Z.B. [LOl, LOZ] — 7710 LOZ _

—
0

ZLU

=

— 00 12 Z 02 10 = 12
1 0

=

Merkregel: IAA—RRLL—LLRR+AAII

Darstellung
durch Killing-
Vektoren

Die Generatoren lassen sich durch homogene Differentialoperatoren 1. Ordnung (Killing-Vektoren) darstellen:

LW = (xtnv* — x"n"“)aa| ...(1) Dies erfiillt die Kommutatorrelation:

[LKA, Luv] — [(xknla _ xlnka)aw (x,unv[} _ xvn,u/?)aﬁ]

(xknla _ x/lnmz)aa(xunv[} _ xvnu[})aﬁ _ (x,unv[} _ xvn,uﬁ)a[j(xknla _ x/lnka)aa

— (xknla _ x/lnmz)(aaxunv[} _ aaxvnu[})aﬁ _ (x,unv/? _ xvnuﬁ)(aﬁxknla _ a[jx/lnka)aa

— (xknla _ x/lnmz)((s(l;nvﬁ _ 6(‘;7]#5)6[; _ (xunv/? _ xvnu[})(a;jcn/la _ 6;7’]}“1)0“

— (xrcnlaé‘g-nv[f _ xlnxaé‘gr]vﬁ _ xxnlaé‘&/nu[f + x/lnxa(s:l/r]u[f)aﬁ _ (xunvﬁ _ xvnulj’)(sgn/la _ 5/;117}(0!)60(

— (xknlp.nvﬁ _ x/lnxunv/? _ xknlvnuﬁ + xlnkvnuﬁ)aﬁ _ (x,unv[ﬁ’ _ xvn,uﬁ)(aécnla _ 5ﬁ/1nka)aa|ﬁ Sa

— (xrcnlurlva _ xlnrcynva _ xxn/h/r]ua + x/lrlm/r]ua)aa _ (xunv[f _ xvnulj’)(é*[;cnla _ 5[;177}((1)6&

— (xknlp.nva _ xlnk,u.nva _ xkn/lvn,ua + x/lnkvn,ua)aa _ (xunvﬁafl;nla _ xvn,uﬁagnla _ xunvﬁaﬁlnka + xvnuﬁtsénka)aa
— (xrcnlurlva _ xlnrcynva _ xxn/h/r]ua + x/lrlm/r]ua)aa _ (xunwtn/la _ xvn;ucnla _ xunvlnx(l + xvnulnxa)aa|nar — nra
— (xknlp.nva _ xlnk,u.nva _ xkn/lvn,ua + x/lnkvn,ua)aa _ (xunkvnla _ xvnk,unla _ x,u.rl/lvnka + xvnlunka)aa

— xknl,u.nwzaa _ xlnkunvaaa _ xknlvnuaaa + xlnkvnuaaa _ x,unkvnlaaa + xvnkunlaaa + xunlvnkaaa _ xvnlunkaaa
— nlp.(xxnva _ xvnka)aa + n;c,u(xvnla _ xlnva)aa + n/lv(xunka _ xkn;wz)aa + nkv(xln,ua _ xunla)aa

— nlu(xknva _ xvnﬁca)aa _ nxu(xlnva _ xvnla)aa _ n/lv(xknua_xunka)aa + nxv(x/lnua _ xun/la)aa (:12

— nAuLKv _ nKuLAV _ nAvLKu + nKvL/lu n

Rotation:

LY = (x'n/* —x/n"™)d, = x'n/*0), — x/n™ 0, = x'0/ —x/8' = |LY = —x'9; + x79,
L#, = %siaﬁ(L“B)uv (Dualisieren mit isiaﬁ — aus Rotationsmatritzen werden Pseudovektoren, geht nur in 3 Raumdim.!)
Drehung um x-Achse: L, = L, = 25123L23 + §£132L32 = %L23 - %L32 =1?=  Aktive Drehungumx:|(L)* = (L?)*,

Drehung um y-Achse: L, = L, = §£213L13 + §£231L31 = —%L”’ + %L31 = —L' =Aktive Drehung um y: (Ly)uv = (=LB)",

Drehung um z-Achse: L, = L; = ésglzL12 + §£321L21 = %L“ -

%L“ =LY = Aktive Drehungumz:|(L,)* = (L'*)*,

Boost:

K' =L = (x'n° — xn%)9, = x'n° 9, — x°n"*d), = x'0° — x°9" = x'9y + x°0;|x° = t;0, = 9, = |K' = x', + t9,

Aktiver Boost in Richtung it (K,)* = (L) ; passiver Boost in Richtung i: (K;)* = (L")*  (gehtin allen Dimensionen)
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Endliche Lorentz-Trafo

Beispiel: aktive Rotation um z-Achse

Infinitesimale 0.0 00 - '
Rotation um  i(L,)* =(Lp)¥ = g (1) _é 8 = ;((1) _é) = (;) =|@+89L,) (;) = (;) + &9( _é) (;) = (;) + 69 (_i})
z-Achse 00 0 0

80 = limyer§ = (3] = tim, (14.51.)" () [tim o (1472.) " = e = | (1) = e (5)] 2 = 320

otz = yoo L = L9+ 9L, + 912 +31193L3

2o DO Deie@ HE DO e HE HE HE D

e gvon e () De2e (DS e O0h Y-

ol =14 9L, + 292 (71 O) 4Lz O D)y leed O

:“z =1 +19L.z +21!192((—110) +_1119)3(—3!L.) 5_111941(1)1 lzsL.(E 12 1(1-2+2 -4, (9-24+2- )

Z 2 3! 220 5! z 2t 4l 3t sl

% = 1cos(8) + L, sin(@) = (3 §)cos@) + (3 ~0)sin() = [ = a = (o0 TSN aktive Drehmatrx
lAnalog: passiver Boost in x-Richtung
Infinitesimaler (1) é g g tr0 -1 , 7 ¢ 0 —1\/t z —t
Boostin - (KXY ,=(Ko)" A Ty g g o] =x(01 o)) ER (G o) A+ ()
x-Richtung 0 0 0 0

5= () = (14 500" (5 i (4 £0)” =[] 09 (] - e, 2

bt = 3 T8 = KO+ £, + 2 £2KE + 250K +

4

s (4 00 Peelt YO D Dee() Y
i - reanie G eiel 0 el 9@ O

e = 14+ EK, + 2820+ 208K, + 2et1+ 285+ =1 (1445 - ) vk (19+ +£-2)

e%x = 1 cosh(¢) + K, sinh(¢§) = ((1) (1)) cosh(¢) + (_2 _O) sinh(§) =

effx = AH | = (—Cs(l)r?}}:Eg _CS:S]}}:ES)#V = (—)l;y _5)/)#‘/ mit f = tanh(¢); y = \/117 ... Hyperb. Drehmatrix, passive LT

Variationsrechnung und Euler-Lagrange

Funktional
(Definition)

Allgemein: Sei (V, K) ein Vektorraum V mit dem Zahlenkdrper K, dann ist ein Funktional T eine Abbildung T: V — K. Meist ist V
ein Funktionenraum. Dann ist ein Funktional (grob gesprochen) eine Funktion, die eine Funktion als Input bekommt, und als
Ergebnis eine Zahl liefert. Dies sei hier angenommen.

Ein Beispiel fir ein Funktional ist die Delta-Distribution, die als Input eine Funktion f(x) erwartet, und als Output den Wert der
Funktion an der Stelle 0 liefert : §[f(x)] = (8(x), f(x)) = f 8(x) f(x) dx & £(0)

Variation

Ein Funktional entsteht aus der Verallgemeinerung einer Funktion auf unendlich viele (kontinuierliche) Variablen:
e Aus den endlich vielen Variablen wird ein Kontinuum: q, ..., q, = q(t); f(qq, -, qn) = flq(®)].

9q; _ 8q(t) _ o
6, ) = St—tH|...(1)

o AuBerdem: =
aq;
e Wenn man bei der Funktion f(q, ...
e _ 95w _ 9r@aw
und es gilt: af (qx) ook a “oan a

ij

., qy) die Funktion f(q),
n  9f(qr) ag;
i=1 aq

, ) alle Variablen bis auf g, festhilt, dann wird aus f(qy, ..

af (qk) af (qk)
Qi + Lizk fa:ik 0q; = X, ;qk aq; = of (qi) =

0 weil

f=f(ar)

— j‘fz 8fla(®)]
ti 8q(t")

(
8q(t)dt’ :1>

n af(tIk)

e Ubergang zum Kontinuierlichen: g, = q(t),q; = q(t’), f(qx) = X, 20 aq; — ‘6f[q(t)]

_ (6 8r@®) b2 5(a(®) 50 o
=Sy Tsawn 990 A = [P0 saen

1 8q(t")
) 8q() de’ = 5f1q(0)] = 2% 5q(0)]...3)

~ fla@] ~ fla@] + ZEsq(6) - fla(®)] = 8fla(®)] ~

Sq(t)dt'|...(2)

e Die Variation §f[q(t)] ist daher: 6f[q(t)]

5fla()] = f;2 L]

e 5flq(®)] £ flg®) + 8q(t)]
Sfla®)] _ arlq(®)] ®)
sq(®) ~ aqr) =

sfla(®)] = ZE2 5q(6)

5t —

fla®)]
2O 5q(0)]: 59(0) =

Bei mehreren Variablen: 6q(t) +—= 5P(t) +-

5fla@®),p(®), .1 =5 m .. ()

ap(t)

Extremal-
bedingung
Fir Euler-
Lagrange

Gegeben sei das Funktional S[q(t)] = f:: L(q(t), q(t), t) dt (die Wirkung). Gesucht ist diejenige Funktion q(t), die S[q(t)] fur
feste Werte t, und t, extremal (z.B. minimal) macht. Wir betrachten daher eine weitere Funktion g(t), die sich von q(t) nur um
eine infinitesimale Funktion 8q(t) unterscheidet: (t) = q(t) + 8q(t). Die Funktion 8q(t) kénnen wir durch eine beliebige
Funktion 1(t) und eine kleinen Parameter ¢ so ausdriicken: 8q,(t) = 8q(t, &) & en(t). Es wird lediglich verlangt, dass n(t)
differenzierbar ist und n(t;) = n(t,) = 0. Damit ergibt sich: (¢, £) = q(t) + en(t) (,dufere Variation”). Die gesuchte Funktion
q(t) ist daher q(t) = q(t, 0) ... (6). Wir halten nun q(t) und n(t) fest, und definieren die Funktion s(&) = S[q(t, )] =

S[q(t) + en(t)], welche nur mehr von & abhéngt. Wegen (6) wird die Funktion s(¢) bei e = 0 extremal.

LG 2 0|...(7a) (entspricht 8S[q] de = 0) = ) - (7b)

de

Daher gilt die Bedingung
£=0
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Jgleichungen
(detaillierte,

Unter der Variation 8S[q] versteht man 8S[q] = d;—(:) Y de...(8)
\ariation Unter der Variation 8q(t) versteht man 8q(t) = % U= % (q®) + sn(t))L:O de =n(t)de...(9)
85,89,89, 6L \ynter der Variation 8q(t) versteht man §q(t) = % LU= % (q®) + £f](t))| i de =7(t)de ... (10)
(5) = Unter der Variation §L(q(t), q(t), t) versteht man 6L = g—:Bq + :—26(1 ..(11)
(7b) = 85[q] = 02 =X L de=0) =59 - 0| s(e) = s[a(t, )] = S[q(®) + en(0)]
~Sa(®) + g“(t)]L:o =0 | Slq(®) +en(®] £ [ La(®) +en(®),4(0) +en(0), ) dt
[ 12 LGa(®) + en(®),a® + i), D dt] =17 LD +en),40 + €400, o) de=
ftz 57 L@® +en(®),q(0) +en(©), t) (Q(t) +en(®) +5; L(Q(t) +en(®),q) + En(t) t) - (@) + En(t))] =0
[ |57 LGa(® +en(®), 400 + 10, OO +5-L@(@) + en(®),a(®) +en (), t)n(t)] ‘ £=0
ftl a—L(q(t) a(), o) de + f —L(Q(t) a®), o de=0|f" =) = f = n(t) 9= 2 L(a(®),a(6), 1)
Euler- L(q(®),q(®),t)n(t) dt +f flgdt=0
Lagrange
Bewegungs-

INF> a4

[75-L@®, a0, OO de + (FIE = 7 g'fde =0

[ 31, a(®), O n(e) de + [n(t)—.L(q(t),q(t),t)]“ ~[g'fdt=0
INF- 34

2 . ’
mathema- L(a(®),a(®),)n() dt+n(tz) 7 La(t2),4(t2), t2) = n(ty) qL(Q(tl),q(l),h)—ffg fdt=0[n(t) =n(t) =0
tisch exakte t,
Herleitung) INE L(q(t) a®,Hn®dt - [ g f dt=0
ftl a—L(q(t) q(t), o)n(e) dt — ft ;a— L(q(t),q(®),)n(t) dt =
ds(e) oL d aL
o ey = [a—;a] (D de =0 d
ds(e) — (f2foL _ 4oL
Tde lgmg © [aq dt aq ]n(t)dsdt - OZ}
— (2oL _doL =
8S[q] = ft1 [6q d:aq]n(t) dedt =0 :>
8S[ql = f: [Z—Z - %Z—g] Sqdt & f: 6Ldt=0 ‘kann allgemein nur verschwinden, wenn der Integrand null ist.
oL d oL .
20 2o = 0]... Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen.
8lq] = f? 6L(a(®), a(®), ) dt = [*6L(a(®), a(®), ) dt = [} (569 + 52 64) dt = 0
aL @ oL d ¢ 8 (oL 8 oL
Euler- Jit (5c0a+ 525 0a) de = 0| 5270 = 7 (T60) = 752 dq
L oL 9 (o _oo = [f2(Okgy 20k =
oarange [ Gaoa 4 5 (Go0) —seagoa) de = I (ova — i oa)de+ ftl 2 (5 8a) de =0
. a a0 a 90
[gieichungen [ (£ 59— 5.5 8q)dt + [— Eq] = (a—z 5q 5.5 5q)dt + 2= - (8q(t;) — 8q(t) = 0‘ 5q(t,) = 8q(t) =0
(kurze
Herleitung) ftz (Z—z - %Z—g) dqdt = 0| kann allgemein nur verschwinden, wenn der Integrand null ist
oL d oL )
20 aieq = 0]... Euler-Lagrange-Bewegungsgleichungen.
Gegeben sei das Funktional S[qy (6), ., 4 ()] = [ L(a1(8) -, 4n(), 01(0), - 4u(), ) dt = ¥ 1L(qu(0), 4, (1), ©)
Gesucht wird derjenige Satz an Funktionen q;(t), der S[q;(t)] fur feste Werte t; und t, extremal (z.B. minimal) macht.
Mehnrer.e Unter der Variation 6L(qy, ..., Qpn, qq, -, qn, t) versteht man: 6L = Y7, (aL(ql G E)S i+ CHE q"'_h e t)Sql)
Abhadngige s , o ) aq; a4; _
. . t L(Q 1o Qo oo t JACTI n nt) - d aL
Funktionen  §S[q;] = ft: SLdt = ft: N ( d q;qql dn. 8q; + 21 qaqql -4 8q; )dt:> Euler- Lagrangeﬂ...(lZ)
( 2) 5
Spezialfal = 3 Buin + Bpo = Zi(m% —V(q)) = 22— 2.2 = 2 Lmg = =TV —mijy =0 = F = mad
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Noether-Theorem

Theorem:

,,Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie existiert eine Erhaltungsgrofe”

Wirkung:

S[q(®)] = fttlz L(q(t), q(t)) dt (Anmerkung: L nicht von t abhédngig — konservatives System)

Infinitesimale
Trafo

tot=t+6t..(1) 6t € eT(q,q,0)..(2) q(t) » @) = q(©) +8q . (3)(t§q 2eQ(q,4,0) .. ()
q(t) = q(t) +8q ...(5) = 8q = G(t) — q(t) bt 70 —-q@ +gt) —q) = q(t) + 6q — q(©) +§(e) — q(t)
5q=38q—q® +§®)= 8¢ — (GO - §(©)) = 8q — (Gt +6t) - ﬁ(t))| Gt +6t) = §(6) + (1) 6t =

5q=38q—(G@®) +§() 6t —q(t)) = 6q — §(t) 6t @ 8q — (g(t) + 8¢)6t = 8q — ¢(t) 8t + 8¢6t|5¢5t ~ 0

6q =8q —q(t) 6t ...(6)

Noether-
strom

Die BWGL bleiben invariant, wenn sich die Wirkung S unter der Transformation hochstens um eine Konstante ea andert (weil
die Transformation infinitesimal ist, muss auch diese Konstante infinitesimal sein, was durch infinitesimales & bewirkt wird).

S[q(®)] = S[a(®)] + ec = S[q(t)] = S[q(D)] — ealea & [ e LE ‘” (” dt = const.=

t, R Symmetr. g, tz df(t) 1) t,+6t, - + dr(t)
[PLa@,a@,0de =" [PLE®, @), 1) de - [ e L2 de = [0 (LG, ), 1) - e L) de

(5) (t,+6t,

= [252 (La(® + 84,4() + 84,¢) — e L) e
~ [0 (Lq(®), 4(0), ) + 20 5q 4 LD, _ IO g

t1+68t; ; 6)(t) ; 6;1(0 ()dt
_ rt . dL(q.q.t dL(q.q,t dft _
= ft (;(q(t).q(t),t)+ - (?L(a )+ aq(;)L(a - 2;??
110ty q.q.t q.q.t t
., ) (L, 40, t)+aa( m)& +Ba(qm)5q— i ))dt+
ta+0ty L(q.q.t L(q,q,t dr(t
J27% (L, q @), tz‘(l' a0 56? a0 84 ¢ LO) de
L t L t d t
~ [ (1a®,4(©), 0 + 250005 4 20D gy _ o 9 )dt—
Algadz | dlaad 5 4@
(L@t d(6), 1) + 205q 4 204075, 5t1_gf_)5t1
- 9L(q.4.t) < 9L(q.9.0) <
(La(t) a(e), 1) + L0805 4 LD 5g _ 9T i,
ftzL(q(t) q(, v dt —frzL(q(t) (o), t)dt+frzaL(qqt) +ft26L(qu)6 dt — ftz df(t)dt

aq(t) aq(t)
L(q(t1),4(t2), 1) 8t + L(q(t2), 4(t2) , t2) 1| —ffj L(q(®),q(®), 1) dt

2 LAy qp + [ LD Ty gr — [ LD e — L(q(t), 4(t) 1) 8t + L(a(t), 4(85) 1) O,

T aq SIFTT0)
118t “1,8t,
t, 0L = ty oL t2 df(t) _ dor =
1 290 50004t + [, Sa dade - f dt = Ly8t; + Lyt 59 £ 7(0) de

0= [5-L@a®),a(), 0 3q dt + [, 3 L(q(t) a®), 070 de de — [ e L de — L,5t, + L,5t,|i(0) = /'

0= —L(q(t) q(0),t) Sqdt + ffa La(®),4(0),6) f'de dt - [* “f “) dt — L,6t, + L, 6t2| L L(q(0), §(6) , t)
0= f L(q(t) a(®),t) 8q dt +f gf'de dt — tzsdf(t) dt — L, 6t, +L25t2|f gf'de dt = (fg)ltzds— fzzg fdedt
0= a—L(q(t) q(),0) 8q dt + (fg)|t2d£—ftlzg fdedt - [* e L de — 1,6t + L,5t,

0= ftizaL(q(t),q(t),t) 5q dt + [ﬁ(t) dsEL(q(t),('](t),t)] —Jg'fdedt - [P df(t)dt — L6t; + Ly8t,| 7(0) de & g

— — ty
0= ftziL(q(t),Q(t),t) 5q dt + [6qi.L(q(t),q(t),t)] —ftzg'fdsdt—ftz YO 4t — 1,6t + Ly5t,
0 —f L(q(t) q(t),t) 8q dt +f[1 = (_ )dt ftzg fdedt — ftz ﬁdt — L8t +1L 6t2| f;zdt (6q )dt Randterm
0= fsz(q(t),q(t),t) 8q dt - [ g'fdedt + [)? ( 8q)de—[7e “f“) dt — Ly8t, + Ly6t| £ = 7(0)
0= f:%L(q(t),Q(t),t)Eq dt— [ g'7(0) olwzt+ft dt( 5q)dt — f” df(”dt—L 85ty + L,5t, n(t) de = &q
0= [2-L@a(®),a(), 0 3q dt - [* g'Sqde + [* (53 )dt ING df(”dt—L 18ty + Loty | g’ = L2 1(q(6), 4(0), 1)

dtaq

0= ftt::—qL(q(t),q(t),t)Eq dt—ft Za—L(q(t) ac, t)6th+f ( )dc ftz df(”dc—L 18t + L,8¢,

- tiz[z_’;—%g—’;]g dt+ [ % ( 8q)de - [;? e L0 dt — 1,5, + L, &23—:—%3_’;“_”
_ ty df(t) _
=J; dt(ach Jae - [ e LD+ L,6t, - L 6t1|L 8t = L(q(t), (), t,) 8t

5q)dt - f” o (‘)dt+L(q(c2) 4(ty), t) 6t, — L(q(t)), 4(t), t,) 8t
=[5 (58q)de - [ L2 (‘) dt + [ £ (L(g(®),4(0), 6 68) dt
0 —ft dt(L5t+ 6q—sf(t))dt:>
0= ft o (L6t + —(6q q(t) 6t) — sf(t)) dt| kann allg. fur alle t; und t, nur verschwinden, wenn der Integrand null ist.
0=1 (Lot + E((sq —q(®)6t) —£f(1))
= %(L& + Z—:Sq - %q(t) 5t — sf(t))
(2),(4)

0 :%((L—Z—:q(t))& +2—;5q—£f(t)):'>

iy dt (aq

0= dt( L——q(t))eT+—eQ—ef(t)> e =

o <(L - a—q(t)) T + Q f(t)> = —] = 0| mit Noetherstrom

)= (L-540)T+5:0-F(©)
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Noether-Theorem: Beispiele

En:rlgtle— =1;,0=0,f=0=J]=L—- —q(t) =L —pq ¥ —H ... Hamiltonfunktion ist Noetherstrom der Zeittranslationsinvarianz

erhaltung

Impuls- T=0,Q0=1f=0=]=— L gor p ... Impulserhaltung bei Invarianz unter Translationen von q

erhaltung 6!‘1

Drehimpuls- T=1Q0=0,f=at=]=L-— a—L.Q(t) — at ... Drehimpulserhaltung bei Rotationsinvarianz

erhaltung 9q
Transformation L — L + §£. Wenn 6L = 0 = Symmetrie unter Transformation

Symmetrie- tz df(t)

tost Wenn 8L = —sf(t) (totaler Ableitungsterm), dann verandert sich die Wirkung S nur um die Konstante e dt und die
Bewegungsgleichungen @ndern sich nicht = Symmetrie unter Transformation

Feldtheorie

Mechanik als

Mechanik ist eine Feldtheorie in einer Dimension (des Wirkungsfunktionals): S[q;] = f: L(g;q) dt
Dim=1
fh(l)

Feldtheorie :Beispiel 1: L = .. Ein einzelnes freies Teilchen in einer Raumdimension
52
Beispiel 2: L = L(t) + £® ... Zwei einzelne freie Teilchen in einer Raumdimension, ein Teilchen in zwei Raumdimensionen
t— xFmitpy = 0 ..D —1; q;(t) = ®;(x*) ... hier: Skalarfeld ®;(x*).
Allgemeine  iMechanik: Jedem Zeitpunkt t werden Koordinaten g;(t) zugeordnet.
Feldtheorie :Allgemeine Feldtheorie: Jedem Punkt x* der Raumzeit werden ein Felder @;(x*) zugeordnet (Hier: Skalarfelder)

L(q;(©), ¢;(©) — L(®;(x*), 9, @;(x*)) ... aus der Lagrangefunktion L wird die Lagrangedichte £

8S[®] = 0= [, 6Ld*x = [, (B—L_&bi +

» 2,6%,)d*

a(a (M 8,6d; = 59,d; =

4, 4 L oL ¢
fMSLd x—f < 5P, +—— 5(6¢)>d x=0 entsprlchtf (q8q+aq8q)dt

theorem in D
Dimensionen

6(6 <1>)
Euler-Lagrange 4, _ oL on. 4 4y
Fuler28range | SLd*x = fM(wiacpl Oy 550 O Jatx+ [0, (5o 55, Jatx =0..(1) =
entspricht J’t ( Sq—%Sq)dt Randterm (angenommen 0)
' a entspricht -ftl dt(dqéq) dt
. _ |92 £ oL doL _
Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung (wenn Randterm = 0). 70 v a@,e) - (2) entsprlcht 90 ator 0
=9 5o,
Noether- vgl. Integranden von (1) = 6L = ami&bl 0y a(aum )5<I> + 0, (a(auq: )5<D ) = 6L =0, (a(aum )6(13 ) .(2)

=0 wegen Euler—Lagrange

Infinitesimale Trafo: £ — L + §£ = Wenn §£ = 0 oder §£ = 9,K* (totaler Ableitungsterm), dann veréndert sich die Wirkung
S nur um eine Konstante und die Bewegungsgleichungen andern sich nicht = Symmetrie unter Transformation

Dimensionen

5L = aK:a( ) ax:a( S50, — K):O:
Noether- 2(0y d’) (0,97
strom 0,j* = 0 mit j* a(a - )6d> — K*|...(3) Noetherstrom (kovariant erhalten)
, . , d g, d . i d . Gauy
9u* = 0= 0;j' +05j° = 0|0, = -~ = 0;j" +o)0=0= [, 0j'd’x+ [, = j°d*x=0=
Noether- Sopitd?x;+ f, % j©d3x = O| Wenn Fluss durch Oberfliche =0 = [, %jo Bx=0= %fv jd3x=0=
Iadung in 3+1 Fluss durch

Oberfliche

... (4) Noetherladung erhalten in der Zeit, wenn Fluss durch Oberfliache = 0 oder keine Oberfliche

a ; ;
EQ=0mth=fV jod3x

Beispiel
[4er-Impuls-
Erhaltung,
Energie-
Impuls-
tensor

Die Poincaré-Transformation x# — x* 4 &# (Raumzeittranslation) fuhrt zu 4er-Impulserhaltung (also Energie/Impuserhaltung)
D(x%) - P(x7+ &) = P(x?) + &%, P(x?) = P(x7) + 5D (x?) = SP(x7) = £%0, D(x7) ... (5)

L(x7) = L(x7 +§7) = L(x7) + {0, L(x)|§"=const. = {90, L = 0,(§“L)

L(x+¢E%) =~ L(x“) + 0, (f"‘L(x")) =L(x%)+ SL(x") = 8L(x9) = 0,K* = 0,(§* L(x%)) = K* = &% L(x) ... (6)

o= i u
(3) = J# = o 60— Kt = g — g = T4, — gL = £ (6(a 550 — 76 L):
mit|TH, = a(j—:‘))aa — 84 L)|... Energie-Impuls-Tensor
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Hamilton-Formalismus und Legendre-Transformation

Erkldrung in 1D: Seiy = y(x(¢)) mit § = Z—z. Dann ist die Trafo y(x) — f(§) = y(x(§)) nicht eindeutig, weil die

Jgleichungen

#egfendre— Umkehrtransformation f(¢§) - y(x) = f~1(y(x)) nicht eindeutig ist.
rafo
Lésung: Legendre-Trafo: ‘y(x(f)) - y°(&) = y(x(&)) —x& = y(x(¢)) — xd—y‘ Involutiv: |(y°)° =y
. OL yer i def
Y = L4 =y = L@ q) — 40| 5 2 P = ¥ = L0004 ~ Pid’ & ~Hegn =
—y° | Hyan (907" = pi g(p) — L(qi,q(p N]... 1a) = [L(g.4) = pi(G) ¢' = Hean (@ 2i(@D)] . (10) =
Kanonische
Hamilton- | Hean(@:0") = p'd; — L(q:, g = .l_ —L(g1,¢)]|-- (1)
funktion
Bsp L@ D =T V] =" = V(@) ~ H =43 —L = 43 ("~ V(@) ~ L = 2 =2+ V() = mg® — "L+ V(9)
H="%+v(g)|p “—“’mq =q="=H(gp) = (%) V(@) =2+ V()
8Slql = [ 6L(g, ) dt = 0 =>f 8(pq — H(g,p)) dt = [* (5(pd) — S H(q,p)) dt =
ta . .
ftl (bpqg+pb6g—8H(q,p))dt = ftl (6pq +péq —a&y —adp) dt =0
2 . .9 . .
ffl (5P(q—£)+176q —£5q)dt|p8q =p8Lq=pa-6q9="(p69) —p6q =69 —psq
ftz (6p (q —a—H) +i(p 8q) —péq — Z—’:Sq) dt = 0| ftlz—(p 8q) dt = [p 5q(t)];? = 0 (Randterm)
Hamilton .
Bewegungs- ftl (Sp (q ——) éq (p + ) )dt = O| kann allg. fir alle t; und t, nur verschwinden, wenn der Integrand null ist

6p(q——) 6q(p+ ) —0|6p¢0,6q¢0:~

q—"—”_o p+—=0

g=—={qH}; p=—>—={p, H}‘ . (2) Hamilton-Bewegungsgleichungen.

Unterschled zu Lagrange: p und g werden unabhangig variiert. Der Phasenraum ist doppelt so groR, dafiir erhalt man
Differenzialgleichungen erster Ordnung statt zweiter Ordnung.

{pi'qj} =6y {Pi»Pj} = {Qi:q]'} =0; {y,x}=—{xy}; (xy+2z} ={x,y} +{x 2z}

Poisson- (6,7} = Z_a_xa_y_ 5 ax ay o o
klammer ’ Yoqiap “ovion: [{ax, By} = aplx, v} {x,yz} = {x, v}z + y{x, 2}; {f(qup).p;}= Pt {fqip). q;} = o

) A
symplektische ) ) L d _Ofda  ordp _of . o . @Doaron _af oM _

Normalform venn H keine Zeitabhangigkeit hat: — f(q;,p)) = dq dt + o ar = aq —q;+—= P pi = 20 om " opioa {f, H}

Zwangsbedingungen
Die Legendre-Transformation beim Ubergang von Lagrange zu Hamilton kann singuldr werden. Dies fiihrt dann zu Zwangsbed.

U_do_oL_do o4 S d (o)
(ELGRj= 22— L2 2 221 (0), G (®)) = 2 = 2L L4 (8) G (1)) (S 2 o)
6_L_i<6L.. aL ) oL _ 9 .. 9% S0 — %L .. _ oL _ 9L .
Problem 0qi  04;\94; q] oq; 04;04; 4 84;04q; 4 24,04, 95 = 54, 94;0q; 4;
9%L 9°L
2L 941941 7 9419dn
Das ist nur dann ein wohldefiniertes System von BWGL, wenn die Matrix [ — ] = H H invertierbar ist.
94;04; ij 921 2L
84n84y..." 04y 34y
[Anzahl prim. T 9L s L\ 92L
Zwangsbed, Nz8 = dim (Kem (aqiaq,-)) = dim (afnaq,-) rang (aqiaq,-)
Primare Zwangsbedingungen: |¢; = p; — :: = 0|fur jedes verschwindende aq 2,
. i . . oL . .
. Kanonische LGDR-Trafo: | Hean (4, p*) = P'd; — L(qu, 4) = 5 G — L(qu, )

Primare qi

Zwangs- Totale LDR-Trafo: |Hmt(qup A ) - can(qup ) + ZNZBA'(qu pi) (Pi

bedingungen )

H.oans Hrot Konsistenzbed.: | ¢; = {¢;, Heor} = 0| ,schwach verschwindend” =ermittle 2;(q;, p*) durch Umformen von {¢;, H.o:} = 0
Funf Moglichkeiten: (1) Inkonsistenz (z.B. 1=0)=Theorie inkonsistent. (2) Tautologie (z.B. 0=0) =fertig. (3) Schwache Tauto-
logie (z.B. 0=0) =fertig. (4) Bedingung erfullbar, wenn 4; bestimmte Werte annimmt =fertig (5) Bedingung nicht erfullbar =
sekundire Zwangsbedingungen (oder Zwangsbedingungen hoherer Ordnung) zur Ermittlung von 4;(gq;, p*) notwendig, s.u.

Sekundire Wenn Kon5|stenzbed|ngung nicht erfillbar, i.e. ¢; = {¢L,Hm} # 0 = sekundire Zwangsbedingung(en) ¢¢ notwendig:

Zwangsbed. Konsistenzbedingung |¢5”’k = {¢pF, Hppe} = 0|,,schwach verschwindend” = liefert, wenn erfiillbar, A;(g;, p")

Zwangsbed. Wenn Konsistenzbedingung wieder nicht erfiillbar, solange fortsetzen, bis aus q,')(") {q,’)(") Hmt} ~ 0 ein 4;(q;, p") folgt, so

hohere Ord.  dass Konsistenzbedingung {qbi ,Hmt} ~ 0 erfillbar ist.

ZB 1., 2. Klasse

Wenn Vj: {qbi,qﬁ]-} ~ 0 = ¢, ist Zwangsbedingung erster Klasse. = sonst: ¢; ist Zwangsbedingung zweiter Klasse

Phasenr.dim.

Dynys = Deot - 2NZ5E - NZE® mit D,y s... Dim. phys. Phasenraum, N7it... # Zwangsbed. 1. Klasse, NZ3?... # Zwangsbed. 2. Klasse

phys —
Jede Zwangsbedingung ¢; erster Klasse erzeugt eine Eichsymmetrie (Eichtransformation) &, f im totalen Phasenraum, wobei
Sof = elf, ¢} mit beIiebigem f = f(q;,p"), weil H°" = H,,, + 1,¢ dieselbe Zeitentwicklung im physikalischen Phasenraum
Eichsym- generiert wie Hwt can +2 ¢ und es g”t fl f2 - {f HltUt} {f HZtUt} - {f Hcan + Al‘i)} {f Hcan + AZ¢}
metrien fi = fo = f Heand + {f, 2400} = {f Heand = (f 290} = (L 119} = {f a9} = |f1 fa= - ¢ }|

Eichfixierung: willkirliche Bedingung B (gq;, p* Y = 0mitk = 1...NJt. Wandelt, wenn als Zwangsbedingung interpretiert, jede

Zwangsbedingung 1. Klasse in zwei Zwangsbedingungen zweiter Klasse
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Theoretische Physik: Algorithmus zur Modellbildung

Input: Dimension Raumzeit, Feldinhalt (Skalarfeld, Vektorfeld, Tensorfeld), Symmetrien (Raumzeit, etc.)

v

Lagrange-Funktion anschreiben. Dimension bestimmt Dimension des Integrals.
Symmetrien bestimmen das Aussehen der Terme. Festlegen der relevanten Terme

(Einschrankung der Anzahl der Ableitungen)

Legendre-
Trafo
singular?

Zwangsbedingungs-
analyse

Hamilton-Funktion H,,; aus Lagrange und allfalligen Zwangsbedingungen ermitteln
(ggfls kanonische Quantisierung)

v

Dimension des physikalischen Phasenraums (Hilbertraums) ermitteln
Dpnys = Dyt - 2Nz5" - 2NZ3*

phys

Pfadintegral, Quantisierung

Rand-
effekte
relevant?

Rand-
analyse

Vorhersagen, erhaltene Ladungen

Ungeladenes Punktteilchen

Teilchen Dimensionen: 1 (eine Zeitdimension, null Raumdimensionen - gemeint ist die Dimension des Integrals im Wirkungsfunktional)
ohne Ladung ,Mechanische Feldtheorie”. Symmetrien: SRT— Poncaré-Invarianz.

S= - mofssllds

wahl

ds =Vdi* —di’ = § = —m, [ de* —d@*| T = § = —my [ ( ) (Zf) dr

S= = mofssllds ds =

S2 dt Ty [dxH dxy Ty

0 =— [dxH & =— 2 g =— u

. dxtdx, =S mo fsl dxtdx,| —=S my frl i dt my le [utu, dt
Wirkung, wahl

L. - N2
agrange ds =\d* a7’ = § = —my [V —dF | % = 5 = —m, [ [1-(Z) at

S1
S= —m ds
— Ofs1 dt

Wahl

S=—m0fti2V1—9?2dt“=“ftzzLdt: L=-mpv1—22|..(1) |L =~ -mg  + mO%Z +  0(x*)

Ruheenergie

kin.Energie rel. Korrektur

H=pi3'ci—L...(2)pi=:—;—m°x‘ B)=VI—-x2= '"“"L=>1—x mei* = p? —22p? = mii? =

pZ
Hamilton — m2i? + i2p? = p? = %2(md + p2) = p? = i? S 1 R )
0 p p 0 14 p 2+p2 mgﬂ,z mg+p2 m§+p2

@ 2 @
_mox _mox 7] 1-x _ Mo — 2 2
(3)in(2) = H=T2 - = H =" 4 myT—3 (W+—m)——@:> H=m2+p
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Geladenes Punktteilchen

EM-Feld wird durch 4er-Potential beschrieben. L(x#, u*) = —m,./ufu, + AL(x*,u*, A*) ... (1)
Symmetrien: AL ... relativistisch invariant (Poincaré-invariant). Annahme: AL linear in A* =
Ansatz: AL = Au(_ q(u”uﬂ,u”xﬂ,x”xﬂ) ut — r(u"uﬂ,u”xﬂ,x"xﬂ) x") .. (2)

Lagrange
(2)
Aber: x* problematisch, da kein Term mit x* Poincaré-invariant = r = 0,AL = q = q(u“uﬂ) = q, = const. (Annahme) =
(1)
AL = —qoutA, :>|L = -my,Juru, — qou"AH|
GL"d B0 A"
v man = 0= 8, (—mo [uFu, — qoutA,) — e (—moJufu, — qout4,) = 0 =
_ n _ i _ l Uy l Uy _ def
Euler- qouta, A, mg 2\/u#_uu+2\/u#_u‘4 qo4, | = 0| ufu, = 1= —qoutd, A, + (mou +qod,) =0=
(Lsalg.rahnge— —qoutd, A, + my—= ity —+ d;" =0= —qoutd, A, + my—= daty —+ qozxiz% =0= —qou"d, 4, +m, ; +qo0, A, ut =0 =
eichung du, du, du, _ BWGL ist eichinvariant
Mo~ ——qouaA + qod, A ut = —my—= — = qoU (6A 0VAM):>—m0;— qoutFy, Ay~ A+ 3,0
N —_
Beschl. Lorentzkraft

Maxwell-Wirkung (Vakuum)

(1) Feldtheorie in D Raumzeitdimensionen (i.A. D = 4). (2) Feldinhalt: Vektorpotential A,,. (3) Symmetrien: Poincaré-Invarianz.
(4) Eichinvarianz A, > A, + 9, A (mit A skalar - invar. unter abelscher Eichgruppe); charakterisiert WW (hier: Photon masselos)
(5) Hochstens zweite Ableitung in den BWGL (selbst wenn die ,richtige” Theorie hohere Ableitungen benétigte, waren diese bei
niedrigen Energien irrelevant)

[Annahmen

(1) Spae = [ £dPx (2) Syac[Au] = [ £L(A, 0,A,) dPx (3) £ relativistisch invariant — £ (pseudo)skalar.

(1)-3) L= aOA A“ + al(A”A“) +az 9,4 + a4(aﬂA#) + as(9,4,)(8*A") + -

(4) L = L(F,,0 )mit =0,4, — 0,4, = —F,,

Wirkung F ist elchlnvarlant = 6 A, - 0,4, = 9,(4, + 8,A) — 0,(4, + 9,A) = 9,4, — 8,4, +0,0,A — 0,0,A = F,,
=0

(1)-(4) £ = aF,, F* + BFWF“BFﬁ“ + -+ In D = 4 auBerdem méglich: ...+ O*V*PF, F,q

(5) In F,,, steckt bereits eine Ableitung! = |D > 4: L = aF,,F*'||D = 4: L = aF, F*" + G)s‘”"‘BFWFaﬁ

_
totale Ableitung

Ergebnis S,,ac[Au] = —ﬁme,F‘“’de (Faktor = —ﬁ,,Konvention”) —lagrangedichte: | L = _EF F#

Maxwell-Gleichungen mit Quellen

Kein Vakuum :Quellen hinzufiigen! Poincaré-invariant, Eichinvariant (modulo Randterme). Annahme: Linearitat in den Quellen j*

Lagrange Einziger ,Kandidat“: L = a,j*A, Problem: Keine Eichinvarianz unter 4, > A, + 9,A?

= [LdPx =a, [ j*A,dPx|A, > A, +0,A= S =a, [ j*(4, + 0,A)dPx
S| = a, [ j*A, d°x + a, [ j* 9,AdPx|j* O,A = 0, j* A+ j* O\ — 0, j*A = @Q‘“A) — 0, j"A

Eichinvarianz
S; = a, [ j*A, d°x +ay [0,(j*A)d°x — a, [ 8,j*A dPx = Kontinuitétsgl. |9 muss gelten, damit eichinvariant!

Randterm..Ann.:=0. oll.verschwinden.

Wirkung Wihleay = -1 =S5=5,+5=|S= 16an,,F‘“’de — [j*A, d°x|=lagrangedichte: £ = — 167IF FHY — jHA,

[ 0 -E, -E, -E, 0 +E +E, +E,
Feldstarketensor +E, 0 -B, B } Feldstarketensor -E, 0 -B, B

W — _RVH — Z y — oT — — z y

(kontravariant) F F +E, B, 0 -B, (kovariant) Fay = 1 F My un -E, B, 0 -B,

[+E, -B, B, 0 ] |-E, -B, B, 0 ]
Hodge (dualer) 0 —-B, —B, —B,]|Hodge (dualer) 0 +By +B, +B,
Feldstarketensor Fuv = Lgworp = +B, 0 E, —E,| |Feldstarketensor Fooly por_ -B, 0 E, -E,
(kontravariant) 2 oc —(+B, —E, ¢ E, | |(kovariant) wv T g SHveT -B, —-E, o E,
E-B;B »-E +B, E, —E, O0l|E->EE »-F -B, E, —E, 0

Lorentz invariant FKF,, = —FWE = -2(E? - B?) éPseudoskaIar:F‘“’Ew = %SMWTF“"F‘” =—4E-B= e PR, Fp = —8E-B

Elektrischer Ant.: (E¥ = u, F""; E, =u"F,, ‘Magnetischer Anteil: B" =u, Fv = Eu,,e”" "For; By = u"F = uvswmlf:"T

s= deDx = [ [~ BuF — 44| dPx = 65 = [ [~ = 8(E, ™) — j* 54,] d°x

88 = [ [ = (8F ™ + El, 6F%) = j# 84, ] dPx = [ [~ (8F,, F¥ + F* 6F,,) — j* 64,] d°x
8s=[ [——F“" 8Fy — J* 84, d®x| F* SE,, = F* §(9,A, — 0,4,) = F¥0, 54, — F*a, 64,
Herleitung 55 = [ [ = (F*9, 84, — F¥0,84,) — j* 6A,] dPx| — F**0, 64, "= = F"9, 6A, = +F"0,, 64,
inhomogene
Maxwell- 58 = [ [- = (F™3, 84, + F*0,84,) — j* 6A,] d°x
gleichungen 55 = [ [~ ZFwv g, 64, —}M 8A,| x| F*v 0,64, = 9,(F* 5A,) — 0,F* 64,
58 = [ [~ Lo,(F 5A,) + L0, F™ 54, — j* 5A,] dPx = [ (Z0,F* = ) 64, d°x — = [ 8,(F* §A,) d°x

Randterm. Ann.=0

8S = f(fa,tw —j") §A, dPx 20= 416MF‘“’ —j¥ =0=0,F* = 4mj"|(Gauss und Ampere)

e"vaBg F, «p = O|(Faraday und Induktionsgesetz) = erfiillt wegen F,,, = d,A, — 9,4, Beweis:

H
e MVaBY o = 0 = elvPQ, (8,45 — JpA,) = 0 = £1V9F 3,0, Ay — sﬂva!’avaﬁAa —Oa o p =
gleichungen  £M*0,0,45 — 970,20, 45 = 0 = 0,0,A5 (£ — erP7) = 0 = 0,0, 45 (4P +£0F) = 0 =

2e#99,0,A5 = 0 = e 0,0,A5 = 0 .. WA+ 0,0, Ay = —e"P 9,0, A = -t 9,0,A5 "= — ¥ 0,0, A,
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Hamilton’sche Analyse der Vakuum-Maxwell-Gleichungen

—=
L=——(E* -

B?) = - —F,F" = ——(8,4, - 3,4,) (9" A" - " A") =

1lem

£ = —— (3040 — 0yA) (9°A° — 0°A°) + (3,As — 0y A)) (9'A° — 9°AY) + (0pA; — 0,A0)(0°A' = 0'A°) + (8,4; — 9,A,)(9'A) — 0/ A')

§u=0,v=0 pu=i,y=0 u=0,v=i u=i,y=j
£ == (0+ (34 — 0,4,)(0° A" — 0'A°) + (3yA; — 0,40)(@°A = 0'A%) + (0,4; — 0,4, )(0'AT — T A))
F— (2(6 A — 0,4,)(3°A' — 'A% + (9,4, — 8,4;)(9' A/ — afAi)) ..(1) ... Lagrangedichte
) w__oc _ o oL 0 i[qo_ oL _ L . ) ) .

Impulse: Il 30n) a(avo) FIEVE) =M"+1I" |11 3GeaD 0| =primére Zwangsbedingung (Anm: d,A,, entspricht dq)

i _9L 1 ) 040 _ 3i0 A —AANAA — A Al

== 16na<a0A>(2(aﬂ = 0,A)(°A" = 9'4°) + (9,4, — 9,A) (24 — 0 4))

t= 12”(:‘4)(260A 0°Af — 20,A,0'A° — 20,A,0°A" + 20,4,0'A° + (aA‘ - 0‘Av)(6"Aj - 6fAi))

i __1 0 0 0
Kanon. Impulse "= -7 (2 (a(a p 0oAi0 A+ 004, (2, A)a Al) 2a(a  DoAi 9'A Za(a 7 01400 AL)

M= ——(2(3°A" +8°4) — 20'A° - 20,4,)

ni = —i(a"A" —03'A%)|...(2) = 4nll! = 'A% — 0°A! = 0°A' = 3'A° — 4nTl! = 9 A; = 9,4, — 4xTl; ... (3)

Hpgn = 0,4, — L (analog zu H,,,, = p'q; — L)
Heoan = 1004, + (20004, — 9,4,)(0°A — aiAO) + (04— 0,4,)(0'4) — 9/ AY))
Hean =404, + - (an —9;4,)(0°A" — 3'A%) oo (a Aj—9;4,)(@'A — 974D
S o2
Hean = 10,4, + ——(a0 (= 040 Am L (%A — A°) +L (0,4 - 0,4) @A - A) =

—I0; —1

Kanonische Hean = H0,A, +3 H 4xIT +—F FU = 2mIl I, +11#9,4, + ok JFY
:Ind t'rttale H,on = 211 + nanAO +1id,4; +— F FU |l'[0 = a(;LA ;= O (prlmare Zwangsbedingung)
amilton-

dichte Hogn = 20T + 1100, A, + 1 F F” an'l T, + (0,4, — 4rIl;) + 1 F Fi

Hogn = 20T + T100,4, — 4n1'[ I, + 1 F FU[T1'9;4, = 0;(T1'4,) —Aoail'l

H g = =21l + 0;(TTPA,) — A, 0,11 +—F,FU Ann: 9;(TT'4,) = 0 (Randterm)

16n Y
- — 1 .3, =
Hean = =20l — A0 T + ——F;FV = —(E? + B?)|..(4)
Hyor = Heqn + A0 = ANN° = 2011, — Agd, 11" + —F,FY| .. (5)
f i Brims f 10 0 G) (o 0 i i 1 ij

Konsistenzbed. fiir primére Zwangsbedingung: I1° = {I1°, H,,.} ~ 0 = {l'[ ,AITY = 2mIl'; — Ay 0,11 +EFUF } ~0
s A{0°, M%) — 2 (N1°, 1111} — {11°, A} 0,1° + ——{11°, F};FU} ~ 0 = .."Gauss"-Zwangsbed., i.A.nicht erfillt =
ekundare 5 s P e
VA -
b‘;vc?irr]]ggzng Sekundare Zwangsbed.: |G = I1° = 9,I1¢| Konsistenzbed. fiir sekundare Zwangsbedingung: G = {G, Hioe} =

= {6kl'lk,ll'[° —2mIT'; — Ay 0,11 + EFUF 1} = 0 ...erfillt. Keine weiteren Zwangsbedingungen
(1%, 6} = {11°,0,1'} = 9,6% = 0 = |1'[°,G sind Zwangsbedingungen erster Klasse!|

Freiheitsgrade
y-Polarisationen

Bei D = 4: Dypys = Dyoy — 2N5E — N2F|Dyor = dim(Ag, A, IO TT) =143 4143 =8=Dppys =8-2-2—-0=4

Anzahl Photonenpolarisationen = D, —2 =4 -2 =2

Eichtrafo

: @)
Eichtrafo erzeugt durch Zwangsbed. G: §.f = &{f, G} ... (6), wahle f = f(4;,11') = —A; = 6.f = e{—A;,G} = {G, A;}
= k =2 YO g e ok 4 =—2 9.1k = -9, 211k = — S TP W 1
BA=e (001, A} = £ 50 (BT 50 Ay = 500,11 7 Ay = —e 20 0,1 = —edy 5111 (9 (Sanin ) Oue 51l )

0 st
a 4
8 = =0y (50 11%) + e 1 11" = 8,4, = 0y =

S—— -
Randterm=0, Stk

Die Poincaré-Transformation x* — x* + & (Raumzeittranslation) fihrt zu 4er-Impulserhaltung (also Energie/Impulserhaltung)
Ap(x7) = Ay (x7 + £7) = Ay(x7) + 870, Mg (x°) = Ay (x®) + 8A;(x7) = 8A;(x9) = §70, A3 (x?) ... (7)

L(x7) - L(x® + &%) =~ L(x7) + &V, L(x9)|V=const. = £Y0,L = 0, (VL)

L(x®+E%) = L(x”) +0,(8Y L(x9)) = L(x%) + SL(x") = 8L(x%) =0,KY = 0,(6V L(x?)) = K¥ =&Y L(x7)...(8)

Energie-Impuls- 6(6;4A/1)6 AT ﬁ A’l — &L = 6(6 A )f"a ML =¢v (a(a A )a M=y L)| vglj* =§Tte =
erhaltung Energie-Impuls-Tensor: T,q," | = a(a — )6 A, — &% 6”L|L = ——F = Tt = —iF’M(?VAl + ;—nfuéfﬁlvF"" =
Tlen = —:—"F"’la‘”A,l + Ef"‘ N#YFapF ... (9) Problem: T/, soll symmetrisch sein, F#*0YA, ist i.A. nicht symmetrisch
Freiheit: THY = T/ + 8,t** mit t*Y antisymmetrisch in 1A, wegen Noeterstromerhaltung:
0, = 0,Tler + 0,0,t% = 0 = 0,0,t** = 0 = Fixiere t#%” = LprAAY = 1w = — L (pu, oA — yuv, ek )
Abelsch / nicht Eichtrafo allgemein: 4, > (8, + 4,,)g~". Maxwell: g € U(1), abelsch.
abelsch Nicht abelsch: Schwache WW: g € SU(2), starke WW: g € SU(3), GUT: g € SU(5)

Hohere Spins

Spin 1 ... Vektorfeld mit Eichtrafo A, — A, + 0,4,
Spin 2 ... Tensorfeld der Stufe 2 mit Eichtrafo g, = g, + 9,&, + 0,§, (Einsteingravitation)

Spin 3 ... Tensorfeld der Stufe 3 mit Eichtrafo 17, = 102 + 9,42
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Geladene Materie

Lagrange-
dichte

Bsp: Geladenes, komplexes Skalarfeld ¢: (£ = —ﬁF‘“’FM + %(V"d))(vﬂdf) - V(¢ p)|...(1)

SR ——
kinetischer Term

Higgs-Potential

2
V= —%q[)*d) +%(¢*¢)2 ... (2) mit Masseparametery € R und Selbstwechselwirkungsstirke 1 € R

eichkovar Ableitg

Vip = (0" + igA*)¢; V,¢" = (9, — iqA,)p* = damit bleibt L unter Eichtransformation invariant (bis auf eine Phase)

Eichtrafo

A, > A, + 9,A = fihrt zu lokaler Phasendrehung ¢ — 94 ¢ |L auch invar bei globaler Phasendrehung ¢ — e~9A¢

Euler-Lagrange-
Bewegungs-
|gleichungen

- Lo o _ “ v _ - P

Variation des Skalarfeldes: PrY ad, FOwD 0= ViV, 0 + e 0]... (3) verallg. Klein-Gordon-Gleichung
iati i LoL 5—L= _1 w4 Lou pxs _ 1. SR g —

Variation des Eichfeldes: oa a, 5Gvan) 0= 47T(Z,F + 2V Pdrigp 21g¢ VEp =0 =

— O F = 1G4V — VR igh = O,FF = 4w (¢°VHp — V")

Ve u=

0,F" = 4L (V) — GV P7)| F7H = —Fi7 = 9, F = 4n'L (pV'¢" - V'P) =
g

=(pVVo* — (l)*V"d))‘ ... (4) inhomogene Maxwell-Gleichung (Phase generiert Strom)

0, F*’ = Amj¥ mitj¥ = 5

A, =0,¢= ve mit v = const.,n = const. Wahleo0.B.d.A.Phasen=0=¢ =v = F,=0j,=0V,6=0

2) 2
Vakuum- (3) = VAV, + - = 0| Vp = 0= - = 0= =L p + 29792 = 0| -2 = —u? +2p"p = 0lp = v =
Losung o¢ 5‘2 2 z ¢
— W2+ =0 = p? =t = |v? =”7 (4
Wir betrachten Vakuumfluktuationen von ¢, parametrisiert durch eine Fluktuation im Betrag p(x*) und in der Phase o(x"):
¢ = (v +p)e'’? ... (5) sowie Fluktuationen im Eichfeld 4, = 0 + A{:“‘kt .. (6) =
2 . 2
V=560 +50 020 = 0t pe = V==L wtp)? +]w+p)
2 (4)
V= —”?(vz + 2vp + p?) +’Zl(v2 +2vp+pH) W+ 2vp +pH) =
— e 2) LA 2\ (12 2
\Vakuum V= 24(A+2vp-l;g)+4gl+22vp+£)2)(l-l;2vp+p) -
Fluktuationen iV = —Z—A — uvp — % + % (i—z ZMTVP + % + 2# + 4v2p? + 2vpd + % +2vp3 + p“)
4 2,2 4 2 2,2
V= —Z—A—yzvp—%+%(i—z+w7w+2”7p+4vzpz + 4vp3 +p4)
B N (S AR K% L 5202 s At K 20 3 0t
V = o Hvp St T Hvp = + vp* + Avp t5 = “+Avp +Avp+4:>

T
V= —Z—A + pu2p? + uNAp3 + %p“ ... (7) Das Potential ist unabhingig von den Phasenfluktuationen o, deshalb ist die

Phasenfluktuation, auch bekannt als Nambu-Goldstone-Boson, masselos (Beispiel fir Goldstone-Theorem)

Spontane
Symmetrie-
brechung

Wir betrachten den kinetischen Term %(v#¢)(vﬂ¢*) aus der Lagrange-Dichte £ und setzen die Ansatz (5) fiir die
Betragsfluktuationen p und Phasenfluktuationen o ein. Wir erhalten:

2
%(vmp)(v#(p*) = %(6"p)(aup) + i (gvA# + aua)z (1 + 5) . Der erste Term ist ein ,,gewdhnlicher kinetischer Term“ fiir die

Betragsfunktion p. Der zweite Term ist ungewohnlich. Wir definieren ein eichtransformiertes Eichfeld AH =4, + g—lv 9,0 und

erhalten statt dem letzten Term den Ausdruck #ﬁ”/ﬁu (1 + 5)2. In quadratischer Ordnung ist dies ein Masseterm fir das
Eichfeld mit einer Masse M = gv. Das heit: Das masselose Nambu-Goldstone-Boson 6 kommt nach der Eichtransformation
A~u in der Wirkung nicht mehr vor. Wir sagen: ,Das Eichfeld /i# hat das Nambu-Goldstone-Boson gegessen und ist massiv“.

e VVor der Symmetriebrechung: ein komplexes Skalarfeld ¢ mit 2 Freiheitsgraden (p, v) und ein abelsches Eichfeld 4,

(2 Freiheitsgrade), macht insgesamt 4 Freiheitsgrade

e Nach der Symmetriebrechung: ein reelles Skalarfeld p mit 1 Freiheitsgrad, und ein massives Eichfeld /I# mit drei
Freiheitsgraden (hat zusatzlich longitudinale Polarisation)

o Mikroskopisch: p~(e~e”)ooper

Meissner-Effekt
und London-
Endringtiefe

Das Eichfeld A, = 0 fiir die Vakuumldsung, daher ist das transformierte Eichfeld “iu =A,+ j 0,0 reine Eichung, weshalb im
Inneren des Supraleiters kein Magnetfeld existiert (Meissner-Effekt). Ergibt sich auch aus Energiedichte H des massiven

-~ 2 L.
Maxwellfeldes 4,: H = H, + M7A“Au wobei #, « E? + B2. = Ein konstantes Magnetfeld wiirde zu einem linear

~ 2 L.
iansteigenden A* fiihren, was durch den Masseterm MTA“AM zu enormen Energiedichten fiihren wiirde = Daher sind

Magnetfelder in Supraleitern stark unterdriickt. Lésungen der Wellengleichung (9% + mz)/i# = 0 fiir massive Photonen

m? = 4wM? fiihre zu Yukawa-Potential mit charakteristischer Lingenskala 1/m (London-Endringtiefe).

© www.goldsilberglitzer.at
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Makroskopische Elektrodynamik in Materie

Einfihrung makroskopischer Felder durch Mittelung

[ 0 _Dx _Dy

+D, 0 -

Feldstirketensor DM’ = —DVk = |+D; H, glz
+D, _Hy H,

_DZ

Hy,

—H,
0

Polarisa-
tionsfeld-
J tensor

—_—

0 -B
o Vﬂ_[+Px 0
P ==P"=\1p M,

l+p, M,

B R P ...Polarisation

M, -M,|_ o

0 M |M ...Magnetisierg
—M, OXJ D¥ = F¥ + 4mpPH

Phan.Maxwellgl.

9,D*V = Amj7,.;| (inhomogene Maxwellgl.) e’“’"‘ﬁaﬂFa = 0|(homogene Maxwellgl.)

Unipolarindukt.

P =% XMyune + Pruno = P # 0 méglich, auch wenn P,,, = 0.

E-lImp. Tensor Thoe = ﬁ (D”JF‘"’ + %n’“’DaBF“ﬁ)

Freie Krafte:

n
ffrei

— _avTﬁzt — Fuv]-{rei

phanomeno-
logische Mate-
rialgleichungen

(fur bewegte lineare Materie) Materie liefert ausgezeichnetes Bezugssystem (Ruhesystem des Mediums). In diesem
Ruhesystem gilt: D= sf,ﬁ = uﬁ. In einem allgemeinen Bezugssystem gilt, in dem sich die Materie mit u* bewegt, gilt:

mit ¢ ...Dielektrizitatskonstante. mit y ... Suzeptibilitat

Ohmsches
Gesetz
Freier Strom: j£ ., = j}' +j&

Nicht Kovariant (nicht-relativitisch): J = oF mit J ... Konvektionsstrom.
4er-Konvektionsstrom j,’: = U*Pryne Mit Prype - Ladungsdichte. Es gilt: uﬂjl‘é = Druhe
der-Leitungsstrom: ji' = aF*u,,. Es gilt: w,j} = 0.

© www.goldsilberglitzer.at
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Abstrahlung (Retardierte Green-Funktion)

Inhomogene Maxwell-Gleichung: 9, F¥" = 4mj” ... (1). Lorenzeichung: 9,A* = 0 ... (2)

(1) (
FH = grAY — 0VA* = 9, (0% AY — 0V AH) = 4nj¥ = 9,0%A” — 0,0 A* = 4nj¥ = 0,0*A” — 0V 9,A* = 4mj” =
0,0"AY = 47rjv|v - u = |[]A* = 4mj*|...inhomogene Maxwellgleichung in Lorenz-Eichung

Inhom.Maxwellgl.
in Lorenz-Eichung

Lsg mit Green-Fkt :Suche Green-Fkt. G(x*,x'*), so dass [ ] G(x*, x'*) = 4 8 (x* — x"*). Dann ist A*(x") = Jop GOV, x™) jH(x™) d*x’

(] G(x*, x'™) = 4 8@ (x# — x’#)lAnn.: G(xH, x™) = G(x* — x"™) = G(y*) (zulassig, weil x* — x'¥ invariant gegen Trafo x* — x* + a*)
(JGOH) = 4n 8@ (x* — )| GOy Fourier g b g

# [, Glk™) e=k"%% d*he = 4 5@ (i — x'0)

fw GUe) (e ™Y d*k = 4 5@ (x# — x"‘)| [Je v = —k, k¥e K Vu

4m?

BNt =) T e Atk = e

Gk®) (—k, k)e #*Yu d*k = 4x 5(4)(x“ —x')

Ffzw
Gk (ke ke dh = dm o [, —e ™I d*k
S GU) (ke dtk = dm— [ e~V a*k| - 4n
[y GCRR) (= kY™ ®" Y dh = 19T [ omikiou g
fw Gkt (—kyk*)e " vu d*k = fw%e’“‘uyu d‘*k|$timmt nur, wenn Integranden gleich sind
G(kR) (—k k)Y = L g=ikton

T
Gty = L1
Glke) = 7 kyk

=1)
4m? 74D 16m*

=... (1) Fouriertransformierte Greenfunktion, enthalt Pole. Wahl des Hilfswegs bei Riicktransformation bestimmt Losung.

=(1 1 1 1 1

Gk, "’) = reE T Aes

G(# 7t t') = \/_4']'1”{2_(‘)2 B (F=7) g=i00(t=t") g d3k

G 6 t) = — [ = ek () emi(t-t) goy @3k |R & 7 — 7 7 ¢ — ¢/

4113 }2_(‘,2

G(R 7) = ‘mgfﬂ ! > e®Rg=iwTgyy d3k |wihle z — Achse Richtung R = R = é,R

k2-w
G(R7) = — [ e éRemwTde dk |k - &, = k cos O
G(R,7) = Msfﬁeimosﬁ “wtde d3k |d*k mit Kugelkoordinaten k, 9, ¢ (weil k = |k| = [k, + ky, + k, = Radius)
G(R1)= — fﬂ Of;nofk - kzlmze"‘RC"S“’ ~wT dwk?sind dk do d9 |u = cos9; du = —sind;u_ = cos0 = 1;u* = cosm = —1
= 2 1 -
G(R7) = 4ﬂ3 fu . fw”o S fw__mkz — elRue=ioT dg) k2dk dop du
G(R ) = +4,,3 fu__1 LI o s e e d K dk dp du
_ 1 1 1 ik —i
G(R’T) Ty fk =0 fw-—oo k2—w2 [sz e Ru]u__l e” " dwk*dldp
O.r) = i o L s 0 = e do o | [ = 20
G(R7) = mzlk — s fw__wkz_wz (™R — -fkR)e-im dw kdk
G(R7) = 2 [ k(™ — %) 2 dk dw .. (2)

... w-Integral mit Residuensatz: Firt > t' = t =t — t’ > 0 (retardiertes Potential) Integration um den unteren Halbkreis. Begriindung:
et = gmiRe(WTpIm(@)T — IM(W)T garf picht divergieren = Im(w) T muss kleiner 0 sein = da t > 0 muss Im(w) — —oo gehen.
Retardiert bedeutet auBerdem: Umgehung der Polstellen , oben”

o e —2in (o + kc)f_i k) s

A,
w?l ok

dw

—00 k2 (y2
w elwT d 2i k k e~iwt
Lo K2 FW = el <(a’ +ke) (k+w)(k w)| ook + (0 —ke) (et @) (k-w) m_},{)
—iwt —iwt —iwt iket —ikct
[ ez - dw = =2in (e _¢ ) = —-2im (e -¢ ) = Z (emiker _ gikery :
—o0 k2 k=0 lg-ic  k+o |k 2k 2k K
D 1 kR _ o—ikR —tkt _ ikt - IkR o=IKT _ oIkR oIkT ~ikR g=ikT ~ikR gikT
G(R 1) = 2an (e )(e )dk = zmzf (e etkRelkt — o +e )dk
G(ﬁ,‘[) — J‘ (elk(R T) _ plk(R+T) _ olk(-R=T) 4 pik(~ R+r)) dk = f ( ik(R=7) _ ik(R+7) _ p=ik(R+7) 4 o=ik(R— r)) dk
ZnR 2mR
D ki —ik k —ik
G(R,T) — Zan (el (R-1) _ el (R+r)) dk — Rfo (el (R+71) _ el (R— ‘r)) dk

k:—u;dk:—du;u‘f:—k‘f:—oo;u_:(]
G(ﬁ, 7) = ﬁfom(eik(’*‘f) — e kR+D) gl + ﬁfo_m(e‘i“(’“’) — gluR-1) du| - fu_w(a —b)du=+ f_om(a —b)du=— f_om(b —a)du
G(R,7) = zif‘”(eik(R—r) — eIk g +;f_0m(eiu(x-r) — gmuR+D)) du| U=k
G(ﬁ, T) _ f (elk(R 1) _ e—zk(R+‘r)) dk +—f (elk(R T) _ e—zk(R+1)) dk
G, r) = 5 (7, (6070 =000
G(ﬁ,‘r) = f " (e R — gik(=R= T))dk| (R-7)“x; (FR—1) ¥ x,
G(R7) = ;(; [5 e dK — = [ e dK ) = 2 (8(x;) — 8(x,)) =  (8(=x;) — 8(—1,))
G(ﬁ,‘r) = er +R=t—t"+ R wird fur t > t' niemals 0
GR7) =2 DR i—7# >R=|R[=F -7 =t

21'[R

8(t—t'-|7-#")

=71

el

G, 7, t,t") = ) g3r

= Retardiertes 4-er-Potential: [A*(7,t) = [* Jop GE 7,6t (¢ d¥r'dt’ = [,

I7=7"]

(Ladung taucht zum Zeitpunkt t" am Ort 7’ auf und verschwindet gleich wieder. Effekt ,retardiert” zum Zeitpunkt t = t’ + |# — #'| am Ort 7))

|

Alternative Weg: ,,avanciert”: unterer HK, Pole oben umgehen; ,kausal“: Umgehung der Pole ,,unten“/,,oben”, ,antikausal”: ,,oben”/, unten”
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Elektrodynamik |

SRT und Lorentz-Transformation

Beta und y = %; B == |Ind Raumdimensionen bzw. D Raumzeitdimensionen gibt es d Boosts und M @ Rotationen.
v c
Gamma N Rotationen gehdren zur Gruppe SO(d). Postulate: Konstanz von c, kein bevorzugtes IS.
Lorentz- Sei S* das ,,bewegte” System, und S das ,ruhende” System; | Aktive LT: Wie sieht ,bewegtes” |Passive LT: Wie sieht ,ruhendes”
transfor- d.h. die Geschwindigkeit und die Richtung von S* gegen-  |S*im ,ruhenden” S aus? Sim ,bewegten” S’ aus?
mation: tiber S bestimmen die GroRe und das Vorzeichenvon . |a* = A*,a" a'* =7A*,a"
Aktive LT [v By 0 0 Aktive LT [y 0 By 0 Aktive LT )(; (1) g lf)}/ Eigenschaften:
Boostinx, iA*, = '[i)y 76 (1) 8 Boostiny, A%, = ,2}/ %) 3 OO Boostinz, A*, = 0 0 1 0 Ar, = (A—l)#v
5o o o0 01 S5 [0 0 0 1] [57F By 0 0 y] |det(a)=
- N - _ _ _ 1
Passive LT Y By 0 0 Passive LT 14 0 By © Passive LT }(; (1) 8 l(?)y /LlTEeLS+O(3 D!
Boost in x, /T“V . 14 00 Boostiny, /T"V =|0 1 0 0 Boost in z, /T"V= + ’
P2 0 o 10 S —py O y © 5o 0 0 1 0] [Lorentzgruppe
: 0 o 0 1 : | 0 0 0 1] : -y 0 0 Y 1 |orthochron
Drehung: Aktive Drehung: Objekt wird in festem Koordinatensystem gedreht. |Passive Drehung: Das Koordinatensystem wird gedreht.
Aktive (1) (1) 0 Aktive (1) 0 8 0 Aktive (1) 0 0 g
- v cosa —sina v o cosa —sina
Drehu‘.mg D% 0 0 cosa —sma Drehu'.mg D% 0 0 1 0 Dreh'ung D% 0 sina cosa 0
um x: L0 0 sina cosal [UMY: 0 sina O COS & um z: 0 0 0 1
Passive (1) (1) Passive (1) 0 8 _0 Passive (1) 0 _0 g
Au — Bu cosa sina B cosa sina
Drehfmg D% 0 0 cosa sma Dreh%mg D%, 0 0 1 0 Dreh'ung D%, 0 —sina cosa 0
um x: 0 0 —sina cosal |U"V 0 —sina 0 cosa um z: 0 0 0 1
A 1+ 1 E+clpl . —_ ity
Rapiditat: & = artanh(B) = —1 ( ﬁ) > In (#I:;I) B =tanh(§) iy = cosh(¢) By = sinh(§) Eges =61+ &, Vges = P
. _ , N _ _ vty | _ vy _ v}
ElTr)fa‘clhe o x = yl(x +vt") x = y(x —vt) coceh v, = o vy i d)’ v, D)

sala r.y:y’ y,_—y escw.U,:vx_v B S
GDPH 1 z=12z zZ =z x 1*":%2' y V(lfvxclz)' z V(l’chlz)

t=y(t’+izx’) Dauer: T = yT !

i : ¢ ' 0 Linge:l = 2 = = fo
ZEItpunkt t' = Y (t _ :_zx) Masse: m = ymg, 8 1% FrEquenZ fB fO fR fO ftraversal y
Invariante: | ds? = ;) dx'dx’ = c?dt® — dx? — dy2 —dz% ds® > 0: zeitartig, Kausalitat; ds® < 0: raumartig; ds* = 0: lichtartig.
Energie: E = Ey + Ep, = moc? + me? —myc? = me? = ymyc? = \/p2c? + méc*; Ey, = E — Ey = {/p%c? + mic* — myc?

E? —p?c? =m3c* = E¢ ... invariant

4er Formalismus mit Minkowski-Metrik

der- a, . . 1 0 0 0 4er-Vektoren u.
der- 1 - _|[Minkowsi-
a a =) []=9,0"= _ i
Vektor Qb= al =( ") |Gra- 9,= +\ |Qua . Zu — Imetrik (kar- r7,.,=1"= 0 1 0 0 ; det(nm,)= 1 Tensoren und |hr.e
kontra 2 a’ient v bla: C—zat ~ A lth. Koord.): 0O 0 -1 0 Skalarprodukte sind
variant as ’ h 0 0 0 -1 Lorentz-invariant.

Index unten & ,kovariant”, Index oben <, kontravariant”.

|Indexwechse| ko/kontra in Metrik(+

o

) = Vorzeichenwechsel bei a,, a,, a;

— — SHu — _
NN, =1k =8, a, =n,a" a*=n"a, A"

= Alpn = ntAy

w = Auﬁnb’v = r];mAaﬁnﬁv

Rechen- AMYBMT/ = A“ﬁUﬁVB“v = A#/)’Bﬂﬁ = A", B*

MV)_

h =yt = Nuw = (TI’”')_I 77‘“/ =t auxv = 51‘14 a/,txv = fl‘“’%@axv = Nuv

regeln (AW = 4% (AR )T = A,F (AT = 4, 4,87, = 4

uﬁBBv = (4B)w §A/5’VB#E = AﬁvBﬂ/ﬁ’ = BuﬁAﬁv = BuﬁA/?v = (B4

AﬁuBﬁv = AlfuBﬁv = (AT)MKBKV = (AT)MBB/;V = (‘éTé)IlV A

I}

ulva/f = AHEBVB = Au/f(BT)ﬁv = Auﬁ(BT)ﬁu (ééT)MV

Skalarprodukt in R>:  ‘a-b = (a,b) = agby — a;b; — ayb, — azbs =

a’n b = a*n,, b’ = a,b*

eder Tensor 2. Stufe kann in einen symmetrischen und antisymmetrisch

en Anteil zerlegt werden: 4, = %(Auv - Av#) + % (Auv + Av#)

- 2 32
der Ortsve.ktor xH = (Cf) Eigenzeit Tin S ds? =ds'* = ¢? dt® — dx? — dy2 —dz? = ctdt” = di* = diz = (1 - U—Z) dt? =
(kontravariant) X c c Y
4er-Geschw. dxt _ dxtat dxt c 145 d av
= S (D) =( Hu, = —-7%) = < — 3%
(kontravariant) U dr dt dr dt y(v) (yv) Wi =Y P = 7%) = % > 0 =zeitartig dt c?
dy av 4 @7 i-
der- aut _ a (Y€ a(ve Ca e v Beschleuni L (7 B
Beschleu- a* :?:E(yﬁ) :yﬂ(yﬁ) = dV—» - av oo = aﬁﬁ ,. |[Bungnurinat={"_, ¢
nigung i yd y S v+vya vt =V tv°a/ x-Richtung: Y ay
. 0 - > N
(kontravariant) (a;) =A*,a" = a, =y3a, * atu, =0=>a* Lut aka, = —a% < 0 =raumartig. (d...3er-Beschl. des IS, in dem ©=0)
E Ekin 2 o _E* sy R . — 2 4 202
4'<er—lmpuls Pt = mout = m, (V]C_;) _ (i) _ (moc j— > p*p, =ps —Pr =5 —pt= Massetellcher\. E Qmoc + pﬁ c .
(kontravariant) Y 7 P m2c? ... invariant masselose Teil.: E = |plc = hf;p = hk = -
4er-Kraft dpt _ dptdt _ _ dpt (F") v >
pu o Aot _dptde o dpt R P . 3G 5 o _ : N Loy
(kontravariant) = b p” v =myat F meyd + moy” —v (firmy = const.) = F # d (auRer v)|la V v L a)
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Hyperbolische Bewegung bei konstanter Beschleunigung a, in S*

3 av aot

4er-Maxwell
Gleichungen

Geschwindigkeit ) g/ = a0 Sa,=yia,(t) =y3 2 i fagdt = [y3dv=agt=yv=>v =aqst [1-= :> v(t) = AB: x(0) 0
aus Sichtvon S 14 22
3 3/2
i ©? 52
Beschleumgung aO =Y ax(t) = ax(t) - (1 == : ) aO = 1 - i2 aoatztz = ax(t) = :02 3/2
aus Sicht von S ¢ 1487 ( +i>
¢ 2

Ortsvektor _ _ e azt2 ) v
aus Sicht von S x(t) = Jv()dt = ao\ x(t) = ao( 1+ 1) AB: x(0) =0
Maxwell

[ 0 -E. -E fEZ] [ 0 +E. +E, +EZ]
FeldstarkeFensor FAV = i = | +E, 0 -B, B, Feldst:.arketensor E.,=n, Foy. =—F, = |:Ex 0 -B, B,
(kontravariant) +E, B, 0 -B, (kovariant) s s " E, B, 0 -B,

[+E, -B, B, 0] |-£, -B, B, 0|
Hodge (dualer) 0 -B, B, —B,7 |Hodge (dualer) 0 +B, +B, +B,
Feldstarketensor | - 1 [+B 0 E, -E ] Feldstirketensor | ~ 1 [—Bx 0 E, -E

UV — = SUVOT zZ y — = 0T — z y
(kontravariant) Fi = 2€ Foe = = +B, —-E, o E, | |(kovariant) by 2 EuvacF 7 = |—By -E, o E, |
E~BB »—F ls, & 5 ol|f-55--5 l-B, B, -E 0
Lorentz-invar.:  FHE, = —FW[, = —2(E? — B?) FE, = —4E-B |Elektr. Ant.: E* = —%qu‘”’ Magn. Ant.: {BY = —%uuﬁ’“’
. . - v Ex =Ey Ey, =y(E, — BB,); E; = y(E, + BB,);
Lorentz-Trafo F'W = An Fo v, = (AFAT) % 0 ‘4 S
7 o= ) B, = B,; B, =y(B, + BE,); B, =v(B, — BE,);
Annahmen:
e Lorentz-invariante Tensorgleichungen mit dem Feldstarketensor F*¥ = —FV#

Superpositionsprinzip: Lineare BWGL mit unterschiedlichen Lésungen je nach AB/RB = part. DGL 1. Ordnung
Ansatz: 0, Fap Quag + FP7Qpopap
N Nt —Poral

Beschleunigungsterm Quellterm
H g p—
Reibungsterm FP°Q,q,qp = 0
" s . i
Quellen jp,q und ji,; sind Viererstréme.

"Reibungsterm"

= verallgemeinerte Maxwell-Gleichungen:

AT .y

auF‘w = _]el

! Y
e Po F, s = Tj,’:mg; aber: keine magnetischen Monopole, daher: j},,, = 0% und j}; = j

= tatsdchliche Maxwell-Gleichungen in 4er-Schreibweise (kovariant):

0,F" = j ... inhomogene Maxwellgleichung
ewﬁavFa,; = 0% ... homogene Maxwellgleichung
. . Cpy ip..Ladungsdichte |4er-E- 1 4er-B- 1
_ w={(75 U — _ZFHv = _ uwvap
der-Stromdichte  j (] ) 7... el. Stromdichte |Vektor E cF " lvektor B 2t Fag
Satzvon v
an an Schwarz vou
0, FH = ij = 0,0,F* =9, ij NR:0,0,F" = —0,0,F"* 2 —9,0,F"* & —9,0,F" = 0,0,F* =0
1
Kontinuitéts- Zajv=0=[3,"=0]> <;at>- Cf) = 12(C + 0, =|2+7V-7=0|... Ladung ist eine ErhaltungsgroRe"
doichng ~0,J 5 (1 ) = (ep) + 0y = |2+ ] ,Ladung gsg

S 2 Kl = ap

V- E=dnp|t =2 (V-E)=an2=V-S=an . (1)

S 3 10E | 4m. S (10F | 4mJ = o o) 4mdp | ATZ - ap

VxB=12+2j7.= 7. (v><B) v (CE 5= 0=17 —+ IV jo0=12 NGy %
3ereder-GroRen E~Ej;; B~By;J~j'(1); E; = F© = Fy; = d,4; — 0;Ag; B; = —Es,-,-kF,-,c; (V-E), = 8:E; (VXE), = £,0/E;

V-E =4np GauR: Die Raumladungen sind Quellen oder Senken des E-Feldes inh. MWGL, 9, F° = 47"1-0
3er-Maxwell V-B=0 Magn. Feldlinien geschlossen, es gibt keine magn. Monopole hom. MWGL, 0-Komponente
Gleichungen ~ - 108 o )
cgs-GauR-System VX E+-—-=10 Induktionsg., Faraday, E-Feld hat bei —= Wirbel (statisch: Stokes) hom. MWGL, i-Komponente

VxB- 33—)3 4m 2 Amperesches Gesetz: B-Feld hat bei verinderl. E-Feld Wirbel inh. MWGL, 6MF"i = 4771]-1'

C C
Lorenzkraft- wo_ in Kom- 0
dichte fuy = ;FW]V ponenten fa)= E] f(L) PEi 3 < ik Bk'f(L) pE + } xB
Energiedichte 1 22 , m21 |Energiestromdichte 2 ¢ = = Poynting i 2 C R B
=_—(E°+B =—(ExB $\=-(ExB
EM-Feld Sﬂ( + ) EM-Feld (Poynting-V.) S 411( ) mittel ) 871( )
T =5 TR A 5
Kontinuitdtsgl. 10, Wyeen + O We, +V-S=0=7-E + Eat(EZ +B?)+ i@t(E XB)=0
£ . hal a d o Gauss N N
t 4 yyymech a em _ __ . [ I .
nergieerhaltung = yymech 4 Spyem = — [ G- Sy $,S-df
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Streuung

Elastisch (diesel- Z uo_ Z 1|2 elastisch Mc 2 elastisch ,
Py = 14 - SPS — M2-2. — F. — ! K A _ HH A
ben Teilchen) - 4 — 4 lim sps: SPS ( 0 ) PspsP MZc% By = Epj Ep = Ep im Lab.syst: gesPiu = PgesP i
km kin
Inelastisch (un- z — z e |Zerfall m Systl myC m mac+2 EXiny gkin
Py = P a 1 H_— pHH H = 2 3 — 2 3
tersch. Teilchen) & 4 — Al my,my: P1 =P + D5 ( 0 ) 3, + 7, ¢ T M =my Amy g
kin

) _ 2 12 2 micy [(mye+ &
Ekin peizerfall  P1 —Pz+P3:>(P3) - = ()% + (p4)* — 2pi'p2 = my*c? = my*c* + my*c —2(0 ) L
my > mp,my: . . (mq—my)%-ms? P2

= my?e? = my%c? + my?e? — 2(mymyc? + myEF) = Efin = (2T T T
4er-Potential
4er-Potential A* ' F,, = 9,4, — 0,4, =>I6st die hom. Maxwell-Gl.  [A* = Cf‘) = (Zi), A, =(¢,4) = (d), —A))
1 5 P o —

By = Foy = 0pA; = 0o = = 20,4, — 00 = E = —20,4=V¢  |B, = ~LeyuFy = —edd = (Vx A), = [B=V x4

_ A PP = = (A = Ay )P + = (A + Ay P = AT FIY 4 AT Y
Antisyme- u-v

3 . vou

frieren: NR AP = —AZTF = —ATTE S = AR AR = 0= [ A P = 1 (A — Ay PR = AT

Lésen der hom.
MWGL mit A,,:

VB, Fyp = 0 = elVB (9, Ag — DpAy) = 0 = eB9,0,Ag — £"VF0,0,A, = 0 = amp

L-a
s‘”“ﬁavaaA/; —e"Fa9,0,4;, = 0= 6V6aAﬁ(s”"“B — ) =0 > avaaAﬁ(s‘“’“B +eif)=0>
ZSHV“ﬁavaaAﬁ =0= s’“’“ﬁavaaAﬁ = 0 ... stimmt immer, weil:
s‘”"‘ﬁavaaA/; = —e”‘”ﬁavaaAﬁ = —s’“’“’ﬁaaavAﬂ =|asy= —smﬁavaaA,,

Lésen der hom.
MWGL mit A:

VE-0-7.

-

(6 X /Y) = 0 ... stimmt immer, weil div(rot(A)) immer=0 ist.
VXE+-0,E=0=VxE+:0,(Vx4)=0=Vx (E + %aﬁ) = 0= Vx (=V¢) = 0 =stimmt, weil rot(grad(¢))=0=>
p=E+lodsE= _w ey

|

Eichinvarianz:  sei F,, = 8,4, — 0,A, und F,,, = 9,4, — 3,A, mit A, = A, + 8,4 (Areel, hinr. glatt: abelsche Eichsym) = |F,,, =
Lorenz-Eichung 9, A* = 0 = inhom. MWGL: 0,0rAY = %"j" = [d= 47"7; (¢ = 4mp; (EM-Wellen)
V- A = 0 (Dreier-Divergenz verschwindet) = A = —4mp;[]A = 4—"]tmns,, Vektor-Poisson::AA = —%f (karth. einfacher)
Coulomb- . = 2.2 = - Biot JE)x(7-7") B
Eichung For nat. RB: |A(F) = f [7=7| PV 0=Vy=0 Savart f (7-71)3 av
S . R I di’ P ar' x(F-7")
Linienférmige Leiterschleifel A(7) = s Eme linienférmig: B( ) = gﬁf oy
Elektrostatik
. JE ! 9B ! L aj
Elektrostatik: —=0;, —= 0, =0; == 0 ‘Im Weiteren auRerdem: B =0;7= O ‘
at at Ot a
Maxwellgleich-  |V-E = 4mp glektro- | GauR: é$, E-dA = 4mQ = 4n [ p dV (Gesamtfluss durch Fliche proportional eingeschl. Ladung)
chungen in 3” VxE=0 statk Stokes: §. E - d3§ = 0 (Statisches E-Feld ist wirbelfrei und konservatives Kraftfeld)
Form (da keine | ——— C
zeitabhéngigkeit) |V B =0 Magneto- | Magn. Feldlinien geschlossen, es gibt keine magn. Monopole
cgs-System Vx B =27 istatik rot(B) = lokale Stromdichte
Potential: :Vektorpotential A = 0 =skalares Potential ¢ ausreichend: E= —Vqﬁ(?) ‘SpannungéU =) —¢p@h) = - ff-:; E(F') dr’
V-E@®=V- (—V $@) = |—A ¢(F) = 4 p(?)| §L65ung des Laplace-Operators —K/(4n) mittels Green’scher Funktion:
Polsson- A (7, 7) & —4n8(F — ) mit |G(F, ) = § BGrom @ 7) 2 0 (RB) = () = [ p(7) GF,7) dV'’
gleichung:
R .. N X o s 1
A ¢(#) = 0 spharisch: p(F) = X520 ko, [Almr + By rﬁ] Yim (@, 9); bei Sym.um z: ¢(#) = X212, [Alrl + B, m] P;(cos¥)
= = ’ 1 21 [ > 2 rtl
Dirichlet e L Dirichlet (#(F) = f Gp (7, 7) p(# )dV _;fﬁw:gf‘b(s ) [V GD](r'S ) - dA'|Neumann 9, () = 1) Lfix
. 7)1reqy =fiX : S . = =
RWP: Ireav Green-Fkt! mit gy = ' (w,v); 7 = 5 X g nach auRen; dA' = i(w, v) dudv [RWP: o1 |Feav
Punktladungen und Spiegelladungen an geerdeten Flachen
Ladungsdichte. v. S . . |Potential von o o - ’ o 3.0
=Y.q: —# 7) = )G r)dV = ;1 q; 8(7 Qd—
Punktladungen p(F) = 248G — 7)) Punktladungen: ¢() = p(*) GG, ) J Eia: 8 |F=F Zim 17~ r\
Randbedingung fir F = {f(w,v): (w,v) € B} |Feld- ' =,. E i—r, |Oberfl- oc(F(u,v)) = = E@Fwv)) - i(Fw, v
Fliche F: gung . ! L e E@) = V@) = Tiq 7 : ﬁ( (,0)) = S EGC ?.) (ﬁ(,, .)). “
ache F: ¢(F(u,v)) =0 = q;,7; |starke: [7=riI* |ldgsdichtei#(y, v)... geerdete Oberfliche; 7...“hinein
Influenzierte _ N o o2 _ Kraft auf o=
Oberfl.ladung: Q - f(u,v)EB O-(r(ur U)) dA , dA = dudv = R*sind d‘ﬂ dy = ZQSpiegel Ladung do: F(T‘O) - QOEBtld - Zl F e —r [7o—¢13
Flachenspiegelung: d' = —d; q¢' = —q Kugelspiegelung: d’ = %2; q = —qs §Spiegelung Linienladung an Zylinder:§d’ =—;7'=—-71
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Multipolentwicklung

Greensche P 3 -2 3G 7 -1 = Pty (3xij-1"28,;) "
Funktion GO ) =1 f =+ A T 3) — T = = GEF) =2+ _+%+O(Yr_‘*)
karthesisch 3 x;xx; — r'%8;:%X;

o =1 = 2 1 ﬂ _17 lfiQijfj Dipol -' der =1\ 21 ’ Quadrupo' def 28 ’
Potential: (@ = [ p(#)G(H# 7)) av =+ |mom. P [p(F) 7' dV moment: iy [ p(F) (Bxix] — r'26,) dV
Fernfeld: E@po1 = q— + M +0(r™)

L
Sphérisch: G(# 7)) = Z;”:O%PZ(COS a); a... Winkel zw. 7 und 7'; 7. & min(r,7'); 1o & max(r,1")
>

e ),l

Potential: o) = Z?‘;Ozm?l%lfl,m(ﬂ, @) |Spharische Multipolmomente: m = fp( NN Y, @) dv’

2041

m
Ansatz Potential bei Zylindersymetrie: ¢ (r, p) = Ay + Yroe1[Ay, cos(img) + By, sin(me)] (%)

magnetisch j(?) = mzr
-

3(A-F)F-mir?

. = del > S o =1
Magn. Dipolmoment: 7 & [# X j(#) dV Bdip°l|r>>1 Adlpgllr»l s

Makroskopische EIektrostatik/Magnetostatik

q;
|7-7;

Ein Teilchenj ¢;() ~ == +PJ D= T| — 5V

TT

]

¢mul(r) = f I:pm»m—gzl) - mul(r

V| V75 o) = 30,87 = )3 Tonar () = 3,5, 8(7 — )

Epnot ) = =V ot ()

(Bt ) = [ G (=V) ppuot (7 + 7)) dV'

AEmor () = V- [ ) (=) ot (7 + 7)) AV

(Bnor() = = [ 6G) $ror (7 + 7) AV’

AEpor(P) = A [ G [ [ 224050 = 7PV ] av av’

|F+7! érr‘

<<l

<

A wirkt auf 7

v.(F Ny 21 20y _ =2 20y | 1 " ’
v (Emul(r)) - Aff(r )f[pmul(r ) nmal(r ) ﬂ |77 =7 av'dv _ |r+),1 = = 41T 8(77 + f’ _ »F”)
Herleitung | $Emot () = [ G [[pmor ) = flpon () - V]4m 6 + 7 = 7) av”
makros- V- (Eme(P) = 4—1Tff(1‘ ) [pmal(r +7) = nmul(r +7)- V]dV |7T =V
kopische V- <Emol(F)) 4 f f(‘F’) [pmol(r + ‘F’) V T[mol(r +7 )]dV’
Maxwell- V (Enor(D) = 47 [ (7)) py G + ) AV' = 41 [V - () o (F + 77) AV
gleichungen: G- (£, (1)) = 41(pynot (1)) — 41V * yyou (7))
2 (Emul(F)) = 4”((pmal(F)) + Pext — V <7Tmul(r))) |pf (pmul(r)) + Pext
v (Emul(F)) = 47T(,0f -V (ﬁmol(r))) <Emol(r)) - E
V-E= 4m(ps — V- (Tmo1 () B(7) & (o1 (M) (, Polarisation”)
V-E= 4-T[(pf -V ﬁ(?)) | pp () & —V-B@#) (,,Polarisationsladungsdichte”)
‘V E= 471'(pf +pp) = 4n(pf -v. ﬁ)‘ | D & E + 4nP (,,dielektrische Verschiebung”) = E=D—4nP
6(5 4—1tﬁ) =4mps — 47V-P
V-D—4nV-P=4np; —4nV-P
VD= Ampg
V-D= 4-T[pf V xE=0 VE =0 V xH = 4—"]} ‘Dielektr. Versch B g B + AP ‘Mgn. Feldst.:%ﬁ o B AnM
Maxwell : i i i i
s‘“’”‘”’@vFaﬁ = 0... homogen, unverdndert .9, D*" = 4—"j V; D*V & F‘“’(E - D,B— H) Kont. Gl. a—f Jr=

Materialgl. D D & E + 47P; P, = xiE (+85B); |13 ~ y,E; D = (1 + 4ny,)E = gE| Xe-- Suzeptibilitét; ... Dielektrizititskonstante

Materialgl. H H & B — 47if; |M ~ YmH; B = (1+4my,)H = yﬁl Ohm j; = 0E | )Ypm... mag. Suzeptibilitat; ... Permeabilitatskonstante

MW-Satz: Natirliche RB, mitteln Uber Kugel R, Kugelmittelp. Ursprung f(r,9,9)) = -r) = (E(O))R = E>(0) - 5<(0)
il EO))oo = Eiphy + € 50) = 0+ af 2 2= 5 = | Ergln = 3("”; ()

ool (B = B(0) + Z(0) = B0}y = By = T 4 L (7)

Cl.-Mossotti: 5 = 43—"N)(mol §Zusammenhang zwischen Brechungsindex und Dichte N bzw. molekularer Polarisierbarkeit o

ot Wy= B DAV = SV > W |proe o Wy = [ B Hav = [A-jav g?;:fe Wen =é(§-5+§-ﬁ)
Poynting-Vkt S = = (E x H) = ~|E||H|k = “LL(ED + BH) = copyWemk ~ |Imp.Dichte |Jom = — (D x B) = %45 [Eff. 16 cZ; =§
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Anschlussbedingungen

Schleife um Grenzflache mit Hohe Ah und Lange As: fﬁc E-ds= 0|Ah,As — Olét . (Ez - El) =06, X (Ez - El)|

E-Feld: Gilt auch im dynamischen Fall. Zwar ist dann §. Eds= —%%fﬁ - dA, aber die Fliche der Schleife ist Null, dh. ¢ Edsi=o.
Tangentialkomponente immer stetig.

D-Feld: Dose mit Hohe Ah hillt die Grenzflachen ein. GauR: 41rfpf e, (52 - 51) =

' Normalkomponente nur stetig, wenn freie Fldchenladungsdichte g = 0.
B-Feld: Dose mit Hohe Ah hiillt die Grenzflachen ein. §5§ “dA=0|Ah -0 e, (§2 — §1) = 0| Normalkomp. Immer stetig.
. . T - 4 > re A T T 4 A A e a 4 = 4 7

HoFeld: Schleife um Grenzfliche: §. H - d7 = Tnf]f ~dA|Ah,As » 0&,- (H,— H,) = Tn(en X&) k; & |e,x (H,— Hy) = Tn : kf‘
Tangentialkomponente nur stetig, wenn Flachenstromdichte I_c} =0.

N N = 3N _ Magneti- N = = Feldlinienver- itan(a;) _ tan(a;) |Feldlinienver- itan(a;) _ tan(a;)
Polarisation: l_e" (PZ — Pl) — U”I sierung: |C En X (MZ — Ml) _ km| lauf D-Feld: s & |lauf H-Feld: W M
Potential, Poissongleichung im (linearen) Dielektrikum

. VxE=0=3p:F=-Vp V-D=¢V-E= 4mps =V (—Vd)) =|-A¢p@® =Zp@®
Poisson- £
gleichung: 67,7 = L 5 B Gnom () 0 (fixiert RE) =[¢() =1 p, () 6, 7") aV'
Wellengleichung
Wellengleich. |\iaywell: V x B = — 22 |V x SVXVXE=-V 10E 198 ) (Maxwell) =
Fiir E-Feld in at cat  cat
(20,pc0) VXVXE=-3325V(VE)-aE=-372 A)E_0:> [EE¢7) =0
=p/&o=0
Wellengleich. |Maxwell: V x B = 7 f + la—E W X=>VxXVXE=Vx %Z—f = %%V x E | (V xXE = —%‘;—B) (Maxwell) =
Fiir B-Feld in fard
ooy TXTXE=-3 2o V(V-B) -8B =-227 o —AB = (502 —A)E=0 =|[JB(tH =0
=0
- 1 E 1 —>
Ehene mono: A7 = ; E = E,R()T(0) = ME, RA TW) = 22 (B, RP) T(D) = By T ARG) = 2 E, R) @T(f) | e
chromati- AR() T(t) ! 2 _ 2.2 2_ 2.2 i .
che Welle P _c2 © — k%2 =T = —k2c2T = A2 = —k?%c? = 1 = +ikc;wihle 1 = —ikc = —iw = |T(t) = e
(E-Feld) A?R = —k?= AR =—k?R = A2 = —k? = 1 = +ik;wihle 1 = ik = = E = Eje ke it o |F = | eilkr-wt)
0E, OF a (e 3 (e . .
% B_zy —yEzoel(k -wt) _ a—zEjeel(k 7wt) ikyEZoei(k-F—wt) _ ikZEJ(,)ei(k'f_“’t)
TP 108 0B _ 0B 35 |_ _ |2 po,i(ki-ot) _ 2 pryifi-ot) | = _q| i1 poi(Ri-wt) _ ; (Rt
Ebene mono- VXE cor ot s " €| Exe ox Ege ¢ lszxel(f w) — lkxE(fel(f wt)
chromati- OBy _ 0Bx iEﬁei(E'f-wt) — 2 pogikr-wr) ikxEJ‘,’ei(k'F“”t) - ikyE,?ei(k'f“"t)
sche Welle KoE® — k. EO > oy ox o
B-Feld aus B yorooTEYA ooy i ~ SN i S, .
EE-FeId) .(3?_1: —ci| k,EQ — k EZ |eiler-0t) = —ci(k x Eo)el("'r“"t) = B = —ci(k x Eo)fe’(k'r“"t) de = —ci(k x Eo)ﬁe‘(’”“”t)
kyEy — kyEY
B= ci(% X Eo)ei("'f““t) =k x Byeilki-et) o ‘E = B eik™-ot); B =k x E,; |§U| = |EU , auBerdem:
Eigensch.: |Bo| = |Eo|; selbe Phase,w = kc; Ey -k = 0; By - k = 0; k, Ey, Bobilden orthogonales Dreibein.
Polarisation Linear polarisiert: E, € R? %elliptisch: E,eCC=>E=E! COS(E Fowt) + E? sin(z 7 — wt) %zirkular: |E&| = |§§|
Allgemeine Superpos., eine Ausbr:.richtg ki E(t,®) = quo(k) e‘“‘(’”:‘“) dk plus Gegen:richtg§E(t, 7) =E (k- F —ct)+ Ey(k-7+ct)
Losung der Alle Raumrichtungen: E (¢, #) = [ E (k) e={(k7-Iklet) g3} Viererschreibweise: E, (x®) = [ EQ(k,) e e §(k#k,) d*k
Wellen- : - :
leichung Kugelwellen: ([ ]¥ = (—— — A) Y=0=¥(t7) = eittlr—en 1
g ’ c2 9t? - T
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Wellenausbreitung in homogenen, linearen Medien

Annahmen D =¢E;B = uH; p=0;7 = oF |Maxwell: V-E =4mp=0 V-H=0 Vxﬁ=_%i;_7§xﬁ=%" Ez_f

Maxwell: V x E = —fa—H [Vx=VxVxE = —Ei(ﬁxﬁ) |V><ﬁ:%”gﬁ+fa—nz>ﬁxﬁ><ﬁ: —;E(ﬂﬁ i‘:)
Telegraphen- - _ 4n,wag ndE o2 o 2 4muo 9E  ep 9%E wr € _ 2
Gleichung |V XVXE =" 5 —amm o V(VE) —AE =~ 0 — T s ® = ¢ = e
E-Feld - .0 -

—’_471;106_5 ;BZ_E LGZ_E_ -’_4nuaB_E LD_Z_ 7o 4nufrBE 4nua0_E

AE = €t at  clpp o2 clepot? E= 2 at = <c2ff at2 A>E - c2z De[[E c2 at

Maxwell: ¥ x H =2 F + 22 F [T x > Tx Vx H =2 (Vx E) + 22 (Vx E) [V x F = 42"
Telegraphen- o o 7 4mucdH  epd?H . _ _ 4mpc OH 25251 wr € 2
Gleichung VXVxH=-—"2""—2o0 V(V-H)—aH = o e |Cerr 2= ¢ = cZpep
H-Feld = 4mpo OH 1 9%H 1 0%H —:>0 amuc oH 1 9?2 = 4ﬂ[lD'5H amuc H

M = T, e e M= aﬁ(gﬁﬂ)“ w3 = Dol = -5

- — - =S P - BTN - . _ _ ke
Isolator: 0=0= o E =0; [ofH=0E = Eyeik-0t); B = B eilk? wt);\/§|E| =u|H| |Displ.rel.: iw = kc.zp = T
2 o i - 2 i = 2 i N
Leiter: 0#0> -2 4 k2 =—4n:;m = k? =—mcfu+—4m;m = k% = rm(:—z; n= s(l +4::) VV|E| = VulH|
Cers
Eindringtiefe Sei@ € Rund k = R(kye + iky) = E(t,7) = Bye~tkrex=08 o=kim* . Eindringtiefe m
Dampfung an
Ph.-geschw. Cpn = Copp = é Gruppengeschwindigkeit: Cgr(Ko) = 2~ - Frontgeschwindigkeit |con; = limy e = )
Cauchy’scher Residuensatz:
Sei C eine stlickweise glatte, geschlossene Kurve, und f sei auf n Res,—,, f(g) ist der Koeff-
C und in ihrem inneren analytisch, mit Ausnahme end-lich % f(g) dz = 2711'2 Res f(g) izient c_; in der Laurent- E{_ezsu f(Z) =C
vieler isolierter Singularitaten z; ... z,, im Inneren von C: ¢ P Entwicklung von fum z,:
Residuum bei : Residuum bei 1
Resf(z) = lim(z —z,)f(z —
Pol 1. Ordnung: z=2o @) Z*Zo(_ 2)f(z) Pol m. Ordnung: Bez?) f(z) = — 1)lzﬁzD 7 1((2 ZO) f(z))
Fouriertransformation:
Fourier- . Wenn f foo
f:R > C |Riick- " o) +6() 1 (7,
Transfor-  f (k) = f f(x) e~ tk* dx{ f(x) = f fl) e™ dk |in x nicht —~2——"=2 = —f f(k) e** di
=
mierte v fiR > C trafo stetig: 2 V21 J-oo
. " — A Fourier-Transf. oA 2.Ab- i, 2 n-te Ab-i — .

: = il = =— n) = (ik)"
Linearitat:  (af +9) = af +b7 |41 ppreitung: [ (O = K I [iirung F100 = k2 F ) (e FOO(K) = (o)™ F (k)
Ableitung d. A . = Fourier-Transf. , —— e Fourier-Transf. 92u  92%1(k,y)
Fourier-Trans. (f(k)) - (_lx f(x))(k) einer Faltung: (f * g)(k) = f(k) 8(k) der part. 2. Abl.: a_yz = dy?

f beschrankt: Wenn f f(x) e~ > dx existiert (Voraussetzung fiir Fouriertransformation), dann: |f(k)| If(x)l dx
i i Vorfaktor —5
Dimension D ortaktor mu
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Retardierte Green-Funktion

OGE#,t,t) = 4w 8(t —t") 8O F — #

def 1 az
# (G5

(—ZF—A)G(* Pt ) = 4m(t — t') 8@ (F — )
S G, 6 E) = AGRH 7, 6,t)) = 4w 8(t — 1) OG- 7) |GG 7, 6,t) F‘”i“” k(7=1") g=1(t=t') 4oy d3k
%%ch(k w) e eiw(t=t') goy @3k — A 4fG(k w) ek(F=7") g-iw(t= f)dwd3k 48t —t) 8P F — )

2 [G(k, w) e T) 9 piw(t=t') da)d3k——fG(k ) AeiF (P gmi0(t=t) gy @3l = am §(t — t') 8P (7 — 77)
EZWZ]G(k w) ek T’)( w?)e-iw(t= f)dwaﬁk——fc(k ©)(=k?)e® - emiw(t=t) 4oy @3k = dm §(t — t') 8@ (F — 1)
4nz[ I "Gk, @) e emi0(=) dgy @3k + [ k2 Gk, w) e () gmiw(e- f)dmd3k] =47 8(t — t") 6P F — )

—[f (kz G(k w) eif(F=7") gmiw(e=t") _ —G(k, w)e”‘(r ') gmiw(t-t )) dw d3k] =4n8(t —t)EPF -7

5242

% 7 N i Four Four
G(k w)e”‘(r ) giw(t- t)(kz )dwd3k=4-7T§(t—t’)8(3)(r—r) sit—t) = 2 f—dw sOF -7 \/%zf\/zinzﬁk
k(77" p—iw(t-t") (2 _ ©° 3 1o L o X g3
Lo(kw)e e (k z)dwdk 4= [ = do— [ d%k

FG(k' w) etk (F-") g (t-t) (kz )dw d3k = f4—” ile(7=1") g=iw(e=t") gy d3k | Integranden gleichsetzen
ﬁa(zl w) eiﬁ-(f—f’)e—iw(t—t’) (kz “’_2) 1 lk (F-7 )e—lw(t t")
G(k, o) (k2 —w—) = %

2 1
G(k,w) = ;(kz—mZ) =

... (1) Zwischenergebnis (fouriertransformierte Green-Funktion)

G, 7t t ) = —3 - 2eﬁ'(F‘F’)e‘i“’(t‘t’)d(u d3k |§ P 7t

c2k?-w

G(R T) = F c2k21—m2 eikRg-iwtgy, g3k |Wéihle z — Achse Richtung R=R= é,R

G(R 7) = 4n3 c2k21—m2 eikezRg=ioT g g3 |E &, =kcosV

G(R 7) = 4n3 e elkRcosPg=iot gy, 43k |d*k mit Kugelkoordinaten k,9, ¢ (weil k = |E| = [k, +k, + k, = Radius)

G(R 1) = 4n3 fﬂ Of;nofk I CZkzl — e!ReosPe=wT d k? sin9 dk d d9 [u = cos 9 du = —sind;u_ = cos 0 = L;u* = cosm = —1
G(R.7) = 4ﬂ3 g S o e Rt du kP dk dyp du

GRD) =+ [ o [ IS e wzelkRu T de k2 dk dp du

G(R) = 4—,,23 N e e”““‘]u__1 " do k2dk dgp

6(7) = S s O =0t 2 o
G(ﬁ, 7) = 2n2u< fk 0 fm_—m c2k2 - (etR — ‘“‘R)e‘i“” dw kdk
G(R 1) = k(eR — =Ry —— dk dw ... (2)

2n2ik fk=0 fw:—oo c2k2—,

... w-Integral mit Residuensatz, Integration um den unteren Halbkreis, Pole +kc oben umgehen...
+ (w — k¢) =—— )
w-kc

——kc c2k2-w?
e -t
+ (w—kc) ————— )
w-kc

—iwt e—lwT

fu; czek2 dw = —2in (((u + k¢) ——

c2K2— mz
—iwt iw

[0 —dw = —21n<(w + kc)

—00 22?2 (kc+m)(kc m)| (kc+w) (kc—w)

w-—kc
fm e—iwt dw - —2in (e—la)‘r _ e—iwt ) — _2im (eikc1 _ e—ikcf) _ in (e—ikc‘r lkC‘r) (:-3
—00 ¢2f2— ke—wlgys—ke  ketwlyske 2kc 2kc ke
- . - .
G(R,T) — Zan (elkR —lkR)(e—lkCT _ elkCT) dk

G(ﬁ,‘[) = fo (eLkR —ikct __ eikReikcr _ e—ikRe—ikcr + e—ikReikcr) dk
G(ﬁ, ‘I.') — ﬁfooo(eik(le—cr) _ eik(R+c‘r) _ eik(—R—cr) + eik(—R+c1—)) dk
G(ﬁ,‘[) — ﬁfooo(eik(}?—rr) _ eik(R+c‘r) _ e—ik(R+Ef) + e—ik(R—cr)) dk
B 1) = _C [®(pik(R—cT) _ ,—ik(R+cT) __C [®(,ik(R+cT) _ ,—ik(R—cT)
G(R,T) = fo (el ct e~ ik(R+cT )dk — fo (el T et T )dk
k=—u;dk=—du;ut=—k*+=—oo;u_=0

G(R 7) = Rf (etk(R=ct) — gtk(R+c)) g + —f (e‘”‘(’“”) — glulR—c0)) du| Jo “(a—b)du = +f (a—b)du= —f (b—a)du
G(R ‘I.') — _J‘ (elk(R cT) _ e—Lk(R+cr)) dk + _f (eLu(R ct) _ e—Lu(R+cr)) du| u—-k
G(R ‘I.') — f ( ik(R—ct) _ e—tk(R+c‘r)) dk + f (elk(R cT) _ e—lk(R+c‘r)) dk
R
G(R,7) = 55 [ (e F-c0) — gmik(R+eD) g PR S
2mR c c

c’ dK

G(R 7) = ﬁ; ° ( Er-ct) _ e—lc(R+cr)) dK = ﬁff:o (em(g-z) _ eix(-%—:)) dK| (g_ T) . (_g_ T) oy
G(R7) =2 (o= [ e dK — - [ e dK) = 2 (8(x;) = 8(x2)) = % (8(—x,) = 8(—x,))

R R
G(R ‘r) —% T+§= t—t' +§wirdert > t' niemals 0

R
(Rr) =D\ F i r s R = R = - r o

. R e ) I =

G 7 b)) = =55t =t ——

Retard. Potentiale: |¢(t,7) = fp(t - lf_:l ) dV VAT = I7 (t _l= fl ?’)l,;,dV’;
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Harmonisch schwingende Punktladung

2o 4, 3806 BOI-BO) | =2, o _ PO 2 o\ _ er[erBlt-r/O]-Blt-T/0) B, N _BU-T/O) A 1
Nahfeld  E(t,7) = Zé, + =5 E(t,7) = - x ¢, |Fernfeld E(¢,7) = =——————— E(t,/) == — x &«
Dipol- SN DN o Larmor-Formel 2q2p2  2q%i2 252
moment p(t) = qX(t) = g%, sin(wt) Abgestr. Leistung (Py==—="5 %%
Thomson (P) _ 8mq* ot Thomson- snq* |Rayleigh 8nq* w*
o(w) === — = = =— = = of
Streuqu. (@) (I8~ 3m2c* (w2-w?)* |Streuquerschnitt: or(®) = 0(@)wy«w 3m2¢t |Streuung or(w) = 0(@)lug»0 3m2ct wi
Sonstiges
r x = rsind cos ¢ ey2) T X =T COS¢Q Sr) X
Kugel: i[9 ]->|y=rsindsing det( X2 ) =rZsing |zylinder: (@) [y =rsing |; det( Al ) =r; |y])|=Vrz +22
(p.p.2) 9(p.9.2)
¢ z =rcosV z z z
Einh- X zx —yy [Einh- X -y 0
vekt. &, =———(V]; by = —-x— zy ;é«,:; x | ekt &, =———(v]);6,=——( x |;¢,=(0
Kugel JZ+y?+z? 2 VG242 +22) (22 +y?) —x?—y? Jx2y? 0/ . JxZ+y? 0 ¢ xZy? 0 1
92 | a2 | a?
/6\ / 3 \‘ / 3 \ Karth.: —2+; z
ox or or B ) a( Lo 3
Nabla 1% Nabla s Nabla N La-  |zylinder: __( _) = 6(p2 +2
karthe- V= Zylinder- V= Kugel- [V= place 2
. ay rdp r oY I: 1 a 92 1 o
sisch: 3 koord.: | |koord. 19 ||A Kugel: = o ( ) TZsind 99 (sm t oo 092
0z 0z rsing ¢ Allgem.: 6 (g 'J1919;)
0F, _ 0Fy _[i(p Sinﬁ)—aﬂ] 10F, 0Fyp
Rotation F, ;33’ ;’Z Rotation E. ’51“191 61961’ i s 99 Rotation E. raa‘P aaz
v Fx _0F v - 9 19 inder- 'V = OF _ 9F
k.arthe— Vx| E |= T o0 | |Kugel- VX Fy | = rend e ror 7F,) Zylinder- Vx| F, | = o
sisch: F, \apy ar, | |koord.: F, \ 1o oE, koord F, \l [i F)— %]/
o 0. trrF) =53] o () =35

Flachenelement in Kugelkoord.:

dA =r?sind de d19|FIécheneIement Polarkoord.: dA =rdrde |Linielelement Polarkoord: dr =rde

O () — 8(x1) 8(x3)...8(xp) _— — 8/(5) ) = 1 - a(D) 2) = 1 +oo etkx dj
Deltafunktion in 8 (X) — g Fourier-Transformation: (€9} e (€9} @oP f_m
. ) : _ T — L 8(9—9,) 8(p—
D Dimensionen 2zylinderkoord: 8@ (7 — 7)) = 8(r — ry) 8(z — 2,) —5(¢T¢°) Kugelkoord.: 8®F —7) =8(r—r,) 89=%) - Q—::ﬂ;";
X2 — _ yin/2] k (@n—2k)! —2k Lib _
P, (x) = de_n( D" =370 =D TR zon n=2k| orthogonal: fa p(x) P, (X)) P(x)dx =0,m #n

Legendre-Polynome:

P,(x) =1; P(x) = x; P, (x) = 1(3x2 —1); B(x) = §(5x3 —3%); ..

x?)m? L5 (x)

dx™

Zugeord. Leg.-Polyn.: P™(x) = (—1)™(1 —

P2(x) = P(x); Pi(x) = —V1 — x2;P}(x) = —3xvV1 — x2;PZ(x) = 3(1 — x?)

-m)!
(1+m

le (cos?) eim®

l
Yy (8, 9) = /—

m = (_1)myl,—m; Ylm(T[ - 19'71— + (P) = (_1)l yl,m(ﬁ’ <P)

oo0.9) = [ 1u 100,00 = [Zsin@) 7% 1,009 = [Zeos0); 4069 = = [Zoin(o) e

Kugel-
flichen- 1,,(6,0) = - [ (3605 = 1) |700,6) = 22 Y10, 0)pma0 = Yon (0D = 0 Tig () = (-1 [22
funktion
Y Y m=0 ... rot.sym. um z
=0 - =1 =2 =3 =1 =1 m Y(9) = Y(—¢)
m=0 m=0 o m=0 m=0 m=-1 m=1 | gerade: spiegels. um 0
Y®) =Y(-9)
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