Merkzettel ,,Folgen und Reihen” Il

06.02.2021
Folgen reeller oder komplexer Zahlen:
Konvergenz von a,, € R" gegena*: Ve > 0: (AN(e):Vn = N(&):|a, —a*| <¢€) 1]\" n n!
Cauchy-Folge: Ve > 0: (AN(e): YV m,n = N(&) : |la, —a,| <¢€) §Jede Cauchy-Folge ist beschrankt neoeh (1 * ) =¢ (k) Tk (n—k)!

Jede reelle Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist, da Ve > 0: (3N(¢) : |a, — a,,| < |la, — a| + |a, — a| < 2¢)

Divergenz:3e > 0: (YN:3n > N:|a, —a| = &) |Bestimmte Konvergenz gegen co: VK € R,:IN = N(K):Vn =>N(K):n >N

Bolzano-Weierstrass: :Jede beschrankte unendliche Teilmenge von R besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Haufungspunkt: Ein Punkt ist ein Haufungspunkt, wenn in jeder beliebig kleinen e-Umgebung unendlich viele Punkte liegen.

Wichtige Summenformeln:

Geometrische Summe g#1 Arithmetische Summe :Quadratische Summe Binomischer Lehrsatz
n 7’.+1 b . 1 n 1 n 1 n n
k _ el g= _ - 2 _ — n _ X k k _
Zq Z=(n+1)z:k—2n(n+1) Zk —6n(n+1)(2n+1) (x+y) Z Z
k=0 k=1 k=1 k=0 k=0

Wichtige konvergente Reihen:

Diverse konvergente nicht-alternierende Reihen

) 1 >Zi 1 >1i 1 il_ T il_ Tt heo) = Z x2n+1 h()_i x2n x_ixn
= mn nn+1) k? k* 90 sinh(x (2n+1)! coshix) = 2n)! €= n!

n=1 n=1 n=1 n=0 n=0

- 1 (0O<|gl<1) > c (2n — 1N x2ntl ® K2+

g U PP i LESA IR oF:

Z 1 1—-q ,geom.Reihe” Z (n)x (1+x) arcsin(x) e 2n+1 artanh(x) = Zn+1

k=0 n=0 n=1 n=0

a1 o [ i o i o i 1

FrEmmi —Zk 00" = Tiokq M = 04+ X kgt Tt = 32,3+ gt = 320 iq" + 220" = X2, iq” +E o2 ©,iq = ql)z

Diverse konvergente alternierende Reihen

2+l had 2n x2n+1

;(—1)"-1%" = In(1+x) ;(—1)"% = In2sin(x) = Z( D" G ©0s00) = ;(—1)71 Gy Aretan(x) = Z( o

Konvergenzbedingungen:

Nicht-alternierende Reihen Ja, (Notwendige Konvergenzbedingung: lim,,_, a, = 0):

0

Konvergente Majorante Ym, :Konvergenz, wenn fast alle Glieder 0 < a,, <m

1
Z — ("harmonische Reihe", diver gente Minorante)
n

Divergente Minorante ym, :Divergenz, wenn fast alle Glieder a,, = m,, ~

Ak+1

Quotientenkriterium:r = lim;,_,,

o Lk .
Wurzelkriterium: ir = ’llm |aklir<1 ... abs. Konv.; r>1 ... Divergenziabs. Konverg.: Y |axl = konv
—00

Integral-Kriterium: :Sei f(x) auf [m,o0] positiv und monoton fallend. Dann: (f; f(x) dx konvergent) = Qrem f(k) konvergent)

Alternierende Reihen 3a, : iLeibnitz-Kriterium: ;3a, konvergent, wenn (lim,,_,|a,| = 0) A (|a,| monoton)

Diverses:
Potenzreihe (z € C) Cauchy’sche Produktreihe
oo 1 o k
p(g) = Z angn Konvergent wenn |Z| < RmitR = meW R = m Zak =q; Zbk =bh> Zzak lbl =ab
n=a k=0 1=0

Funktionenreihe

Punktweise Konv. (Vx € [:3f"(x): ii_{l;lo(fn(x)) =f"(x) %Punktweise Konvergenz ist notw. Voraussetzung fiir gleichmaRige Konvergenz

lim,,_, o, SUp ¢ £, (x) — f(x)| = 0; mit f(x) = lim,,_,, f,, (x) gleichm. Konvergenz
GleichméaRige bzw.: Ve > 0: AN(e): Vx € ,Vvn € N:in > N(e): |f,(x) —f*(x)| < & =punktw. Konverg.
Konvergenz Gleichmé&Rige Konvergenz < Konvergenz in der Maximum-Norm < lim,, .|| f, = fllo = 0 = Konvergenz im

Ist f*(x) unstetig ist f,,(x) nicht gleichmaRig konvergent! Quadratmittel

Konvergenz im Quadratmittel: §Konvergenz im Quadratmittel & Konvergenz in der 2er-Norm & lim,,_||f, — f*ll, = 0

KonvergenzinLl Konv.inlLl& f,istCF & Ve > 0: (AN(e):Vmn = N():||f, — fulli <& )@fabl(fn(x) —f()| <e

Konvergenzinl2 Konv.inl2 & f, istCF& Ve > 0: (AN(e):Vmn = N@E):|fn— fulli <e )@fab(fn(x) —fa(x))?<e

Laurent-Reihen:

Sei f(z) im Kreisring 7 < |z — z,| < R analytisch. f(z) = Zw c(z—z ) mit c, 1 f(Z)
= Zy

g . . -—¢ ——=;7dz; C € Kreisring
Dann gilt fiir alle z in diesem Kreisring: 27n (z _ Zo)

Ist ¢,,=0 fuir n<0, dann ist z, eine hebbare Singularitat. Ist ¢,,=0 fir n<-m, dann ist z, ein Pol der Ordnung m. Sonst: z, ist wesentl. Singularitat.

1 1 1 2 1
=, S3__" ,5__ 7 8
cot(z) > 327357 “9as? ~7apE? +0(x?®)
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Taylor-Entwicklung und Taylor-Reihen von skalaren Funktionen mit einer Variablen:

. £ (x £ (x £ (x
ENtWICklung  f(x) = Z G0 (g = 1) + 2o () 4 T gt O ()

0 popar .
Entwicklung _ if”‘)(m £ (0) ) 5, . f“”( )
an x,=0: f(x) = - x™ =f(0) + x+ T x4+ ——x"+ Ry ()

n=0
Restglied nicht- f+D (x4 9h 1 x
alternierende R4 (x) = #hwr1 =— f fOD () (x — )" dt = O(|h|™Y); h=x —xy; 9 € (0,1)
. (n+1)! n!
Reihe:
Restglied alternierende Reihe::|R,,; (X)| < a1 Konvergenzradius: .7 = lim,,_,, aa"
n+1

Taylor-Entwicklung und Taylor-Reihen von skalaren Funktionen mit mehreren Variablen:

Entwicklung bis 1 Hesse- 22—2 ;zaf
zum quadr. Term  {(7) = {(7,) + Vi(#,) - (F — ) + = F — 7T H, (%) (F — 7,) |Matrixvon H(f(x,y)) = vive = aif axzfy
an der Stelle 7: 2 f(x, y): ayox 0y
Entwicklung bis 1 Hesse- frx fxy fez
zum quadr. TErm f(?) = f(6) + Vf(ﬁ) P4 EFT H,(0) £(0) # Matrixvon H(f(x,v,2)) =VIVE=| fix fyy fz
an der Stelle 0: f(x,y,2): frz fyz foz
0 £(x0,y0) 2 f(xo, 0 f(x0,0) 92 f(x0,¥0) 02 f(x0,¥0)
£Cx, ) = £Cxo, o) + 20222 (x = xg) 4+ 210020 (3 — ) (T G — )2 4+ 2 05000 (e — ) (3 — ) + o (y — )2

Implizit gegebene Funktion an einer Stelle mit Taylor-Polynom auflésen:

Implizite Funktion f:R? > R: f(x,y) = 0 auflosen z.B.nach y(x):R - R an der Stelle (x,,y,).

i) of(x,,
o 6f stetig in Umgebung von (xo,¥,) ; (3)M *0

Voraussetzungen: (1) f(xy,v,) = 0; (2) —— ox 3y

Entwickle in Taylorpolynom _ , 1, 2
2. Grades an (xo, Yo) y(x) = y(xo) +y'(x0) (x — x0) + Ey (x0) (x — x0)

of(x, 0*f(x,
) = 305 Dy = 0 ) LDy — 0y

Implizite Funktion f:R® > R: f(x,y,z) = 0 auflosen z.B.nach z(x,y) : R* > R an der Stelle (x,,y,, Z,).

a of(xg, yo,

Voraussetzungen: (1) f(x,, vo,2o) = 0; (2) af af af stetig in Umgebung von (xy,¥o, Z,) ; (3)%020) #0
Entwickle in Taylorpolynom _ 92(x, o) _ 97(xo,Yo) _
1. Grades an (Xo, Yo, Zo): z(x,y) = 2(x0,¥o) + “ox (x —x0) + T(J’ Yo)
A(orys) = 2 M( yo) = 0 20 ye) Ay 2y o, 9Ee v0)

0 Yo) = Zo; X0, Yo x ay X0, Yo ay
Implizite Funktion f:R® > R?: f(x,y,2z) = (fl(x' ¥ Z)> =0 auflésen z.B.nach (x(z)) :R > R? an der Stelle (x,,y,, Z)-

f,(x,y,2) y(2)

(1) FCxo, Y01 20) = 0;(2) =———

of ((fl)x Ry () OG0 Yo 20) e o detia] 0 o VA % 0

3Gy \()e (), (fz))“e”g in U Gy 205D =505

Entwickle in Taylorpolynom X\ _ (%o x'(20) _ af(xo,yo,zo) X' (24) 0?(9(0,}/0,20) (0 X' (24)
1. Grades an (X, Yo, o) (3’) B (Yo) * (y’(zo)> = 2) a(x,y) (y’(ZZ)) 0z - ( ) - (y’(zz)>

Fourier-Reihen:

Im Reellen: if(x) ~% >t Yo_1(a, cos(nx) + b, sin(nx)) = = + Yo Ay sin(nx + @) A, = /anz +by% @, = arctan?

Periode 2r: ia, = %J‘OZT[ f(x) dx; a, = lJ‘ZTL'f(x) Cos(nx) dx; bn = %fozn f(x) sin(nx) dx Zulassig ist Integration von beliebigem Start-

T T — punkt aus, wenn genau eine Periodendauer
Periode T:  ag =+ [ f(x) dx; @, =12 [} f(x) cos (ZZnx)dx; b, = 2 f) f(x)sin (Znx) dx integriert wird (z.B. - rc bis +1 statt O bis 2r)

Bei geraden Funktionen f(-x)=f(x) nur cos(nx)-Terme, bei ungeraden Funktionen f{-x)=-f(x) nur sin(nx)-Terme. §sin(mr) = 0;cos(nm) = ("

Parceval’sche Gleichung: {||f]12 = fznf(x)2 dx = a—% + Yo 1(a2 + b2)

Komplex: f(x) ke e = (f(x), e”‘") foznf(x)e‘“"‘dx C_x =Cr;a, =2Re(c,) n>0; b, =—-2Im(c,) n>1

Wenn f(x) 2n-periodisch ist, dann konvergiert die FR ,,im Quadratmittel”, d.h. i.S. der 2er-Norm in L?(0,2m), d.h.:
2
. fozn (% + > (a, cos(nx) + b, sin(nx)) — f(x)) dx=0
Ist f(x), abgesehen von einer endlichen Anzahl Sprungstellen im Intervall, auRerdem stetig differenzierbar, dann
. konvergiert die FR punktweise gegen %; d.h. der punktweise Grenzwert ist, auBer an den Sprungstellen, gleich f(x) und

. die FR konvergiert gleichmaRig gegen f(x).
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