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Allgemein: Symmetrien in der Quantenphysik

Allgemein:

Physikalische Vorhersagen miissen unter einer Symmetrietransformation U invariant sein: ¥ » ¥’ = (¥ =
(P|¥) =(P'|¥') = (ﬁ‘}’m‘{’) = (‘P|ﬁfﬁ|‘{’> = ...(1) Symmetrietransformation U ist unitar
Eigenzustinde E des Hamiltonoperators H bleiben gleich: AW = AY’' = AUV = EU¥Y = UEY = UAY = [ﬁ, ﬁ] =0[..(2)

Generator G

~ A e (3) ~ ~ ~ ~
Infinitesimale Transformation: U =1+ ieG ..(3)1=010=1= (]1 - iEGf)(]l + iSG) =1+ieG —ieGt +2G16 =

1=1+ie(G-G") = ... (4) Generator G ist hermitesch

(2)=HU-TUH= Ogﬁ(]l+iea) - (1+ieG)H = 0 = B+ icHG —H= ieGH = |[H,G

0l..(5)

~  h=1 —~ —~ . —~ . —~
Schrodinger: ih%'P -y = i%'P =AY = %w =10y = ¥ = —iY .. (6a) = ¥T = i¥TH .. (6b)

Symmetrie _ t2 310 F) ) +2 3 F) _ 2 N L
- (Ay=[wtAyd x|E:E(A)—EflI’ Avd x:E(A)—f(‘P AP+ ytAY)dix =
Erhaltungs-  2(4) = [(iW"AA Y — (WA RY) d®x = i [ WT(HA — AR)¥ d*x = i(¥|AA — AR|¥) = |2 (4) = i([A,A]) | Ehrenfest
satz
. ~_ = a oA B[
Seinun A = G, dann ;(G) = l([H,G])2 E«;) 0
Taylor v ] —~ 3) oA

Dixox+e=Y) W) =¥Yx+e) = Y +e _+-= (1 + 55) W) =UT¥(x) = (1+ie6)¥P(x)
Beispiel: =G 2 si = m Translationsinvarianz < Impulserhaltung
Translations- ox i ox " )
invarianz Infinitesimale Transformation: U, = 1 + iep, Endliche Transformation: U(x,) = lim,,_,, (1 + i%ﬁx) = el¥oPx = ¢*05x

. a3 Tayl 2 52 3 53 Tayl
W)= 0P =eum W) = (1+x=+22 485 4 )yi) = W(x+x,)

2! 9x2 3! 9x3

Historische Motivation: Hadronenspektrum im Quarkmodell (Isospin-Darstellung von Hadronen)

Motivation:

Unter den Hadronen findet man eine groRe Zahl von Teilchen mit gleichem Spin I und gleicher Paritat I1 und anndhernd gleicher
Masse, die sich nur in der Ladung unterscheiden (z.B. n(939,9 MeV), p(938,3 MeV), beide I"" = %*... Isospindublett).

[Annahme:

Proton und Neutron sind zwei verschiedene Isospin-Zustande desselben Nukleons.

N {13} N s} {133 ||p), In) sind Eigen- = 1 S
w=m=0) m=m=(0) " h=ta=1( 9 p Tolp) = > 1p); Taln) = —>In)

1 2

0 -1 zustinde von T,

Pauli-
matritzen:

{13} (13} {13}
o=+ a=(] 8) e =iemusnan = ) s e =mar-nw=(; )

© www.goldsilberglitzer.at -1- helmut@goldsilberglitzer.at




SU(2) Isospin Flavor-Symmetrie der starken Wechselwirkung (Isospin-Darstellung von Quarks)

A=H,+ ﬁsmmg +Hgy  Weil Hey < Hgprong, und m,, = my, gibt es eine (ud) Flavor-Symmetrie.

Idee:
ee Wir definieren: |u) und |d) sind zwei verschiedene Isospin-Zustidnde desselben Teilchens.
spin-up-Teilchen: 1) = (1) = xGsm) =x (3, +2) = Up-quarkisospin: ) = (1) = 61, 1) = ¢ (3, +2)
Spin-down-Teilchen: |) £ ((1)) = x(s,m,) = )((%,—%) < Down-Quark Isospin:  |d) £ (2) o, 1) = (— —%)
Analogie Spin-Operator Sz g2 x(s,mg) =s(s+ 1) x(s,my,) & Kasimir-Operator T2, T2 o, 1) =1+ 1)U, 1)
zum “her- : A A - Py ;Y
ksmmiichen” Spin-Operator S,: S, )((s,AmS) =mg )((S,Ams) . & Isospin-Operator T5:  T; ¢(I,A13) =L¢,15)
Spin N Sy 6\ S = S;r (herm.) R T, ) 6\ T, = TA}T (herm.)
Spin-Operator S: S=1S5 )= %(@) Tr(Si) =0 & Isospin-Operator T: T= T, |= E<62> Tr(Ti) =0
3, s/ [SyH] =0 Is s/ T, H]=0
1), 1) Eigenz. v. 5,2 $,IM) =211y S, 11 = =2 |1) & [u),|d) Eigenz.v. Ty Talu) = Slu); Tyld) = —21d)

Symmetrie 1\ o) N
wafosuz) W= (0) ild) 2 (1) = (Z) = 0(@) (};) mit (@) = e’ € SU(2) = 00 =1, det(U) = 1

Generatoren (&) = e!“Gi mit G; € {7}, Ty, T3} ‘Algebra L To| = iTs, [Ty, T5] = iTy, [Ts, Ty = iT, = [T 1] = iggumTm
. LT =(M+in) (N —if)=T2+T2. . (DTT, = (T — i) (T, +iT,) = T2+ T7 ..(2)

Darst.v.T? 3, 3 3 _ _ ) QI B2 _L(p p +7 71 ~2 o L
T2=T-T=T}+T}+T2 _—(T1 + TR+ T+ TH+ T2 = —E(T+T_+T_T+)+T3 =TT, +T(Ts+1)

Komponen- 4 o .y 1/0 1\ _1 A 1lga sy _1(0 —i\_1 ~ _1/1 0\ _1

envon? 12T =3( o) =i B=n(h-1) =30 T =i B=i(p L) =ies
T,=T,+iT, = (0 1); T.=17-iT,= (0 0) ; nicht hermitesch: TI T;7t=T1, ;'

Leiter- = 0 0 T = Lo —
Tyld) = u), T+|u) =10); T_|d) = |0), T_|u) = |d) R 4 .

Operatoren \onnp, <I: T, L) =¢( L+ 1);wennly =11 T,¢U L)=0 — e & &
wennly > —I: T_¢(, 1) = ¢p(,I; — 1); wenn Iy = —I: T_¢p(I,15) =0 - 3

Kommutator [T5,7,] =Ty; [F5,T ] =-T; [F.T]=2Ty; [T37,]=[T%T.]=0

Bew. Wir- [T7] =T, = TBL-Th=T.= NL=NT+T, =0T ="T.(T+1)
kung Ty, 7. [T ]=-T. =0T -Th=-T =0T =Th-T. =N =T(T:-1)
[ ] =21, =TT -T.T, =21, = T,T_=2T, + T_T, ...(1) Bestimme maximales I:
2, PIATT, | ) (2B T T4 1Ty | o m A A s
121, 1) = (BT 4 22) g 1oy = (B 4 22) g1, 1) = (PLT, + T + T2) L 1) . (2)

T2 (1 13) = (T_T, + T5(Ty + 1)) (U )| T $(U, 1) = 0 = T2 (U, 1) = Ty (T + 1) (U, 1)
Beweis [, € 19U =I5+ Do) L 1A+ D UL IEY) = L+ 1D =10 +1) =
Lol ) =T =+ T+ T2 = \72 =TT, + Ty(Ts + 1)\ =TT =T2—Ty(Ty +1)..(3)

! (1) : N 3 a N : !
Minimales T: (1| T, T |1""") 203 (1"”"|2T3 +T.T M) =0= (I"””|2T +T2 - Ty - T2|M") = 0
o
(1§Hm|T3 + TZ T2|1m1n> =0 z (1m1n|TZ|1mm) <I;mn|T3(T3 _ 1)|1mm) =0=

I+ 1) = (e — 1) = 0 = [ +1) = (e — 1) = 12+ = (1) — [pin =
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Symmetriegruppen U(2) und SU(2)

U(2) ist die Gruppe der L.U., unitdren 2x2-Matritzen AATt=1 |Generatoren, die den Raum fiir U(2) aufspannen: {61, 0,03, ﬁz}

SU(2) sind alle Matrizen U € U(2) fiir die gilt: det(U) =1  |Generatoren, die den Raum fiir SU(2) aufspannen: {6, 8,, 65} bzw. {Tl, T“Z,T“3}

|ﬁ(07) = ei@T = pileiTi+arT+asTs)| Beweis: Infinitesimale Drehung U(8@) = 1, +i6@ T mitdad = 6ad, =

Drehungim i~ .= s @\ _ . 5o q 2\ _ Gt
Isospinraum: U@ _Ahm"*‘” (U (Z)) = limy,.o, (]12 T T)Mj €
|.Iedes U € SU(2) kann in der Form U = U(@) = e'®7 dargestellt werden (d = aé,; 0 < a < T[).|
(1) Unitaritat: 00T = e"a'fe’ia'ﬁﬁJr =T = 00t = ¢l@Te~@T = g0 = 1,
7 Y PN Iy . . o H'SQT ot
Beweis (2) det(U) Z 1: Sei U’ die Diagonalform von U: U’ = AUA™. Es muss auch U’ € SU(2) sein = U’ = ¢!*T — U =eif.
i = pi@T ~ ~ ~ ~ U; 0\ ! p iHy
'{ =e"T = Damit U’ diagonal sein kann, muss auch iH’ die Diagonalform von iH sein: U’ = ( 11 , ) =elfl = (el " ,0, ) =
Ue SU(Z) o, 0 U22 0 elH22
det(0) = det(T) = det(e'") = det (elHu 0 ) = eifiigifyy = oilHirtHz) = oiTr(H') = QI Tr(d) = ITr(@T) = gi0 = 1
0 eitz2
— PN _ Z, Z Zy Zy\ (zF —2zZ} 2121 + 2,75 —2,25 + 2,27, 1 0
. t— def 1 2 1 2 1 3) 141 242 143 244 _
Uesu@=1Uu ]1|U - (_Zg 24) = (_Zg Z4) (zz* Zﬁ) (—2{23 + 2752, 7375 + 2422) (0 1)
l0.:2y2f + 2,25 = 1..(1); ruczzzy + 242, =1..(2); lu:zizz —252,=0..(3)
— . Z; Z
+UesuR) = det(0) =1 = det(_zl Zj) =1= 22, + 225 = 1..(4)
" . . 2123 (4) 212123 . . . . . LW
B)= 232, =2{25|:2; = 2, = = :>T+Z2Z3 =1|"2, = 212123 + 2,2525 = 23|: 23 = 2,21 + 2,75 = Z_:
2 2 3
% . e, . .
= 1=23=25..(5) =223 — 232, =0|: 2, > z{ —2, = 0=z, = z{ ... (6)
3
~ e (% Zo\|Zy Ea+ib A_( a+ib c+id)(5)f<6)Adef Zy Z\ _( a+ib c+id
us (_Z3 Z4)|ZZ “c+id U= —Z3 Z4 U= (—Z3 24) - (—C +id a-— ib) - (7
(7)
(D)= z1z;+ 2,23 =1=a’+b?>+c?+d?*=1..(8)
n, oy
0 = pl@T —_ iaéyT _ ,i5énT _ ANz D) sin(%) = LA . in(%
Beweis U=e'"" =e¢ ez 1cos (2) +i(é,d)sin (2) 1cos (2) +i <Zz> (Zz) sin (2)
U esu@)= o
- N & (4 . o (xy_(1 0 (4 . 01 0 —i 1 0 e
U = ei@T U—ﬂcos(2)+1(n101+n202 +n3a3)sm(2) = (0 1) cos (2)+1<n1 (1 O)+n2(i 0)+n3 (0 _1)>sm (2)
~ /10 « .0n1> (0 —in2> (n3 0)-5
U=(y )cos(3)+i ((m 0) in, 0o)Tl0 —n))s® )
~ (10 « . ns n, —iny\ . a\_(1 0 o ing n, +ing\ . o
U= (0 1) cos (z) +i (n1 +in, —ng )sm (z) - (0 1) cos (z) + (—nz +in, —ing )sm (z)
~ cos (g) + ins sin (g) n, sin (%) + in, sin (g) @/ a+ib c+id a = cos (g) ¢ =n,sin (g) (8)
U= . [ . . [(a a . . (a _(—C+id a_ib): . [a . @
—n, sin (5) + in, sin (;) cos (E) — inz sin (;) d = n, sin (5) b = ny sin (5)
cos? (g) + nZ sin? (g) + nZ sin? (g) + n# sin? (g) = 1= nZsin? (%) + nZ sin? (%) + nf sin? (%) =1 — cos? (%) =
nZ sin? (g) + n sin? (g) + n# sin? (g) = sin? (%)| :sin? (g) Sn2+n2+nt=1=182=1"
D.h.: Aus U € SU(2) folgt (8). Rechnet man U = e™@T aus und verwendet (8), sieht man, dass unter der Bedingung
@ = aé,; 0 < a < m der Operator U mit el eindeutig dargestellt werden kann.
Jede beliebige unitire Matrix A € U(2) kann dargestellt werden als A = Ue!?/2 mit U € SU(2) (globale Eichtransformation)
Bew.: (a) ...det(A) = det(ﬁ*)* = det(ﬁ‘l)* = det (%) = det(/i) = e'@ | det (%) = (E%,) =(e7®) = = det(A) v
Eichtrafo ~ A —~ i PO
(b) ... U € SU(2) ist ,normiert”: det(U) = 1, aber A € U(2) nicht. Daher: U = 220=4

7
det(40) = det(4)| det(A)=e'? = det(10) = e = A2 det(U) = e*| det(U)=1 = 22 = e'¥ = 1 = ¢'¢/2 DA = Tetor?
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Darstellung einer (fiktiven) Kombination von zwei Up- oder Down-Quarks, oder einer (realen) Kombination

von zwei Spin-%; Teilchen, oder eines Zweinukleonensystems mit SU(2)-Multipletts

Gebundene Zwei-Quark-Zustdnde, in denen ein Up- und ein Down-Quark kombiniert werden, sind rein hypothetisch, weil die

Anmerkung  Gesamtfarbe niemals weifs ergeben kann. Das Konzept ist aber die Grundlage dafiir, drei (du)-Quarks in einen Baryonen-Zu-
stand zu vereinigen. Sehr wohl realistisch ist die Beschreibung einer Kombination von 2 Nukleonen oder 2 Spin-%-Teilchen.
Multipletts sind gruppentheoretisch irreduzible Darstellungen (Die Darstellung einer Gruppe sind quadratische Matritzen, die
denselben Multiplikationsregeln gehorchen wie die Gruppenelemente). Irreduzibel heien Darstellungen, die nicht in direkte
Multipletts  iSummen zerlegt werden kénnen. Unter der Annahme, dass Hg nicht zwischen [p) = |1) und |n) = |l) unterscheidet, sind die
Eigenwerte von ﬁs und 7"3 gleichzeitig bestimmbar. Zustéande gleicher Energie kdnnen daher langs der T}-Achse angeordnet
werden. Alle Zustdnde eines Multipletts geh6ren zum selben Isospin 1.
Kombination iI; = 13(1) + 13(2) Kombination im; = mgl) + m§2> Analogie: My =mg+m
von Isospins [ — 1| <1 < [IW + @] |von Spins [s® —s@| <5 < |sW + 5@ gie: [s=1<]<Is+]1|
Konfigurations :Beide Teilchen kénnen jeweils zwei Zustande annehmen (|u), |d)) d,d L u,u b ® %(u‘:_dw 5
raum Daher ist der totale Konfigurationsraum 2®2. Kann reduziert werden zu 3g@1,. | ' "7 ° "7
o Maximalzustand: ¢5(1, +1) = ¢ (l, +l) @ (1, +l) = |uu) ... das S in ¢bg steht fur “symmetrisch”
symmetrisches 2z 22
Isospin N N ~(1) +(2) norm. 1
Triplett 3 o $s(1,0) =T_¢ps(1,+1) = T_|uu) = TV |uu) + T2 |uu) = |du) + |ud) = E(ldu) + |ud)).
PN -~ N norm.
o ¢ps(1,—1) = T_(|du) + |ud)) = TP (|du) + lud)) + TP (|du) + |ud)) = 0 + |dd) + |dd) + 0 "= |dd)
Isospin Es gibt immer nur einen Zustand mit I = I7'%, und nur einen mit I; = IJ¥" = —[7'%*, Daher kann der vierte Zustand nur
Singulett 1, orthogonal zum ,mittleren” Zustand ¢(1,0) sein: ¢,(0,0) =L ¢5(1,0) = ‘/% (ldu) = |ud)) ... Ain ¢, steht fir antisymm.
Weil die SU(2)-Algebra zur Kombination von Spin-% Teilchen dieselbe ist wie fir den Isospin, werden die méglichen Spin-Wel-
Spin- oder lenfunktionen von zwei Spin %-Teilchen auf die gleiche Art erzeugt, ebenso wie die Wellenfunktion eines Zweinukleonen-
Zwei-Nukle- isystems. Daher ergibt die Kombination von zwei Spin % Teilchen oder von zwei Nukleonen analog:
onen S.inglet Spin- oder Zwei-Nukleon Triplett: ys(1,+1) = |TT), x5(1,0) = Jii T4y + 1), xs(1,—1) = |L);
und Triplett

Spin- oder Zwei-Nukleon Singlett: y,(0,0) = Jii Ly =141
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Darstellung

einer Kombination von drei Up- oder Down-Quarks, oder einer Kombination von drei

Spin-%-Teilchen, oder eines Dreinukleonensystems mit SU(2)-Multipletts

Alle drei Teilchen kénnen jeweils zwei verschiedene Zustinde annehmen (|u), |d)). Daher ist der Gesamtkonfigurationsraum
2Q@2®2. Das kann zu 4s@2,sD2 4 reduziert werden: Ein symmetrisches Quadruplett, ein gemischt-symmetrisches
Dublett, du ein gemischt antisymmetrisches Dublett.

Konfigura-
tionsraum ddd La(udd + dud + ddu) %{udu +duu +uud) uuu —‘—E(deu — udd - dud) Lﬂ(Quud duu - udu) ‘_g“'dd dud) ‘—z(udu duu)
=3 -—* . . i @ 51 ——— . & —e—a
2 3 1 1 ! 2 1 Ml 1 1
2 2 2 2 2 2 3
o Maximalzustand ¢y (§,+§) = |uuu)
. N 3 3 A norm. 1
symmetrisches o ¢ (2, +2) = T_pg (3, +2) = T_uww) "= = (|duu) + |udu) + fuud))
Isospin 3 1 N 3 1 norm. 1
Quadruplett  ® ®s (E,—E) =T ¢ (E, +5) =T (|duu) + [udu) + [uud)) = (lddu) + |dud) + |ddu))
3 3 - 3
o 95 (3, —2) =1-¢5 (3, —3) = T-(ludd) + |dud) + |ddu)) "E™ |ddd)
Es kann nur einen Zustand mit [; = [J'** = fgeben und nur einen mit I, = [ = — 79X = 72.
Daher suchen wir zwei weitere (gemischt symmetrische) Zustande mit [ = ;.
e  Wir koppeln den symmetrischen Zwei-Quark-Zustand ¢¢(1, +1) = |uu) mit einem dritten d-Quark um 13% zu erreichen
e Aber wir erreichen I; = éauch wenn wir ¢5(1,0) = \%(ldu) + |ud)) mit einem dritten up-Quark koppeln.
Gemischt e Eine Losung ist eine Superposition dieser Zustdnde:
symmetrisches  gbys (5, +3) = aluw)ld) + B(ldu) + [ud))u) = aluud) + F(|duw) + fudu)).
Dublett
e Bedingungen zur Bestimmung von a and S: <¢s G, + i) | bus G, + %)> = 0 (Orthogonalitat)
. 1 1 1
und Normierung a? + B2 =1 = ¢ys (E’+E) = \/—E(Zluud) — |ludu) — |duu))‘
e  Wir erreichen den zweiten gemischt-symmetrischen Zustand von hier mit dem T_-Operator:
1 1 P 1 1 -
bus (E' _E) =T_us (5’+E) = T_(2|luud) — |udu) — |duu)) = (2|ddu) — |dud) — |udd))
Es gibt zwei weitere (gemischt antisymmetrische) Zustande mit [ = %
Gemischt e Wir koppeln den antisymmetrischen Zwei-Quark-Zustand ¢,(1,0) mit einem dritten Up-Quark, um 13% zu erreichen.
antisymme- 1,1\ _ |1
antiym Pua (5. +3) = (Idu) — [ud)) ) = | (ludu) — |duu)) )
Dublett e Wir erreichen den anderen gemischt-antisymmetrischen Zustand mit dem 7_ -Operator
1 1 A 1
i (3:=3) = 1= (5 +3) = T-(ludw) - |duw) = | = (ludd) - |dud)) |
Weil die SU(2)-Algebra zur Kombination von Spin-% Teilchen dieselbe ist wie fir den Isospin, werden die moglichen Spin-Wel-
lenfunktionen von drei gekoppelten Spin %-Teilchen auf die gleiche Art erzeugt, ebenso wie die Wellenfunktion eines
Dreinukleonensystems. Daher ergibt die Kombination von drei Spin-%-Teilchen oder von drei Nukleonen analog:
- ein symmetrisches Quadruplett:
Go42) =11 xs (G42) = SAMH + 110 + 1), x5 (3, —3) = AT + 10 + 101), x5 (5,-3) = 1)
Spin Xs\3» Xs = Xs = Xs =

- ein gemischt-symmetrisches Dublett

s (5,4+3) = 7 @ITTY = 1100 = I, xas (5= 3) = = ILT) — [410) — [100))
- ein gemischt- antlsymmetrlsches Dublett:
2 (5243) = SAND = 11, 304 (5. —3) = (T — L1

Grundzustand der Baryonen-Wellenfunktion

! .
Y= ¢flavar)(spin€cnlor775pace Quarks sind Fermionen = W = W,. Immer: {510, = &4; mit L = 0: Nspace = Ns =

Symmetrien . . .

¥, = ¢fluvorXspin§Ar]S = ¢flavorXspin muss symmetrisch sein (bei L = 0)

ddd —[ddu dud + udd) L z(uud +udu + duu)  uuu y, = i(d’ X + (1) X )5 n n

Wy = dsxséans A Al A A Neutron AT TMSAMS i MATMATSATS —.—’i—w,
A-Baryonen 3 3 >/ symmetric | 1

I==,s== 3 ] 1 3 Proton 1 1 i 2

2 2 5 3 3 3 I=35,5=7
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Beispiel: ph == (¢Ms (‘. + —) Xus (‘. + —) + dua (E. + E) Xma (E' + 5)) =
Spin-Up- Iph) = —(— Qluud) — [udu) — |duu))\/%(2|TTl) — N1 — [T + %(ludu) - |duu))%(|TlT) - |m))) =
Proton

[pT) = ﬁ (uTutd! - uTuld? - wlutd? + 2utdiut - utdTu!l - uldTuf + 2dlutTut - dTutTu - dTulut)

Isospin-Darstellung von Anti-Quarks

_ g a

A0V = (-1 _Q_d) Symmetrie |, oo oo oo — e,
Definition: |u)y = (1), d) = ( O) =|q) = ( ) |Trafo |q ) =U(a) |q ) mit U(@) = e**7 3 y
Leiter-Oper.  T,[0) = —[d); T, [d) = [0) mit T, =Ty +iTy; T_[w)=|0)T [d) =) mitT_ =T, —iT,
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Die Algebra der SU(3)

Definition Die Gruppe SU(3) wird durch die Menge der unitiren 3x3-Matritzen mit Determinante 1 gebildet. TUT=1, det(ﬁ)zl

Die SU(3) benétigt 32 — 1 = 8 Generatoren (Anmerkung: Eine komplexe 3x3-Matrix hitte 18 Parameter. Die Bedin-

gung reduziert auf 9 Parameter; det(ﬁ) = 1|reduziert auf 8 Parameter). Geeignete Generatoren sind z.B.

die 3x3-Matritzen {1;,1,, 15,14, 15, ¢, A5, A5} beziehungsweise die 3x3- Matritzen {£;, %, 3, &, &, £, £, £g} mit

t; :% und [Tr(4;) = Tr(¢;) = 0| AuRerdem: |Tr(iiij) =26, Tr(8:8) = 6y
0 0 —i 0 . 1 0 0 — =
=4 A, i 0 0]|=6,;4=|0 —1 0)=34; =Gewichtsoperator
0 0 0

0 0

-1

; 0)

0

0 0 10 0 —

1); —i|; Ag= 0 1 0])= Hyperladung|¥ = =f4 =
0 0 0 0 -2

Iy +idal=eF mitA =32, 1; Tr(ﬁ) = 0 (spurlos); H = H' (hermitesch)
=iY5_, farctc [Zyklische Vertauschbarkeit der Spur: Tr(t[E,, t]) = Tr(E,[E, &) = %fabc

1 V3
Strukturkonstanten: fi23 = 1; fia7 = faae = fas7 = faas = fs16 = fezr = 2’ fass = fors = 2

fave = foca = feab = —foac = —facv = —fena (@ntisymmetrisch). Alle anderen Strukturkonstanten gleich Null.
Gewichtsoperatoren  [T5, Y] = 0 = Multiplettzustande beschreibbar mit Gewichten Iy und Y: Ty|l5,Y) = I|I5, Y) und |15, Y) = Y|I5,Y)

Generatoren
(Gell-Mann-Matrizen)

5
s
Il
~

Il
o =~

~
~N
1]

o

5

[eNeN =

5
(=)}
Il
ScocrooORO

P OO OO O OO
SO O - OO
i eNeNeNeNe)

-

Ry
£

R Il

N — — e,

)]
~
(=2

Infinitesimale Trafo

Lie-Algebra [£q tp

—

)

Leiteroperatoren T, =t +ity, T_ =t —it, V, =&, +its; V=18, —its U, =t +it,; O =1t —it,

[Tg,ﬁ] =T, T, erhéht Ty um eins [7'3,7'_] =T T_ erniedrigt T5 um eins 1 o
\:Vi;kung de; . [T.,0,] = —§ﬁ+ U, erniedrigt T, um % [T5,0_] = %17_ U_ erhéht T; um % =

eiteroperatoren au A& 51 _ 15 - N , A 01_ 1o o o ,

die Gewichte I und Y [A3'Y+] = 2V+ lf+ erhéht T3 um % [7:3,1/_] = 2V_ v erniedrigt T3 um %
und Kommutator- Y ,T+] =0 T, lasst Y unverandert |Y ,T_] =0 T_ lasst Y unverandert ——
relationen Y, ﬁ+] =0, U, erhohtY umeins |7, U_] =—0_ U_erniedrigt Y um eins

[}7 , I7+] =V, V, erhéht Y um eins [17 ,17_] =17 V_ erniedrigt Y um eins

SU(3) Flavor-Symmetrie der starken Wechselwirkung

Die SU(2) Flavor-Symmetrie ist beinahe exakt, weil m,, ® m,. Weil ﬁmong auf uds gleich wirkt, kénnen wir das Strange-Quarlg

Idee:
ee mit der SU(3) einbinden. Die Symmetrie ist aber nicht perfekt wegen einer Differenz von ca. 100 MeV zwischen mg und m, 4.

. u’ u
Symmetrie- d' |=0(d)mitT...3x3 matrix; U0 =1, det(ﬁ)=1 U =e®
Trafo s s

N o 1
Tslu)y = +§|u) }:Iu) = +§|u) Leiter . \ | w15 = )
Tyld) = —2|d) Yld) =+:1d) |operatoren ) ‘ fom 7 Tluy =|s)
Isospin und Tsls) =0 Tls) = —le) U.ls) = |d)
Hyperladung | 3 =33 3 T, =T, %iT, U_|d) = |s)
Total Isospin: V,=T,+iT; T,|d) = |u)
T2 = ?:1 Aiz = %Z?:l Azz = §ﬂ3 Air = T6 * iA7 7AN—|u) = |d)
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Isospin, U-Spin und V-Spin

U
Beschrankt man sich im Raum der Quarkzustinde |¢) = (d) auf spezielle unitdre Transformationen in den Zeilen 1
. s
Isospin und 2, so beschrankt man sich auf die Isospin SU(2)-Untergruppe der SU(3). Die erzeugenden Operatoren sind dann:
T, :’12_1; T, :/12—2; T, :/12—3bzw. TT T,
Beschrankt man sich im Raum der Quarkzustande auf spezielle unitare Transformationen in den Zeilen 1 und 3, so
beschrankt man sich auf die V-Spin SU(2)-Untergruppe der SU(3). Die erzeugenden Operatoren sind dann:
V-Spin N N P 1 0 0
~ ~ ~ 1,4 a G 1
V==V =1(A+V34) = +17 =3[0 0 o)
0.0.-1
Beschrankt man sich im Raum der Quarkzustande aus spezielle unitdre Transformationen in den Zeilen 2 und 3, so
beschrankt man sich auf die U-Spin SU(2)-Untergruppe der SU(3). Die erzeugenden Operatoren sind dann:
U-Spin R N _ 0 0 0
U,=2,0,=%,0,= —T—3+5?=1<0 1 0)
2 2 2 4 2
0..0..—-1
Multipletts Isospin-Multiplett: T; € {—T, ..., T}; V-Spin- Multiplett: V5 € {—V, ...,V}; U-Spin- Multiplett: U; € {-U, ..., U}

SU(3) Multipletts

e SU(3) Multipletts haben im T;-Y-Diagramm die Form eines Sechsecks mit 3-zahliger
Symmetrie, das auch zu einem Dreieck entartet sein kann.

Die Multipletts sind charakterisiert durch die Zahlen p und g

Gitterpunkte am Rand sind einfach besetzt p
Die nachstinnere Schale ist zweifach besetzt, die nachste dreifach, etc.

Sobald eine Schale zum Dreieck geworden ist, bleibt die Multiplizitat gleich g+1
Dreieckige SU(3) Multipletts habe daher an jedem Gitterpunkt nur einen Zustand

Die Multiplizitat der einzelnen Punkte folgt aus den Kommutatorregeln zwischen den
Leiteroperatoren

T, T |=2Ty [V, V]=20 |[0,0.]=20; ..SU(2)Unteralgebra
Kommutatorregeln 'f'+.17+] =0 [T}, U_] =0 [U+, I7+] =0 ...60° zueinander p Punkte
zwischen [f‘_,V_] =0 [T’_, L7+] =0 [L7_, 17_] =0 ...60° zueinander
Leiteroperatoren [T.V.]=-0_ [T,0,]=V, [U,V]=T_ ..120°zueinander
[Tv]=0, [I.,0]=-v [0.V,]=-T, ..120°zueinander —-—s
q Punkte

Gesamtmultiplizitit ~ M(p,q) = %(p +1D@+Dp+qg+2)

Singulett: | ¢ [Triplett (funda- @ o/|Antitriplett (funda-: e |Oktett: .‘.‘. Sextett: 0.0.0Antisextett:

o0
(p=0, g=0) mental: p=1, q=0) | ® |mental: p=0, g=1) :® ®|(p=1,q=1): e ® |(p=2,9=0); e |(p=0,q=2) eee

Einfache Multipletts:

Passende Matritzen  |Die 3x3-Matritzen {£;,%,, £3, 4, Ls, £, £, L5} sind geeignete Generatoren fiir das Triplett. Fiir das Antitriplett werden

fir Multipletts andere 3x3-Matritzen bendotigt. Flr das Oktett benotigt man 8x8-Matritzen, fur das Sextett 6x6-Matritzen, etc.
Casimiroperatoren vertauschen mit jedem Operator der Algebra. Jedem Punkt im Multiplett ist derselbe Eigenwert
Casimiroperatoren eines Casimiroperators zugeordnet. Da das Multiplett zwei Werte (p und q) zu seiner Charakterisierung benétigt,

muss es auch zwei Casimiroperatoren geben.

quadratischer Casimirop |C; = ¥'2_, £? (entspricht quadratischer Farbladung) |Casimir0perator 3.0rdnung: €, = ¥,y dopetatyte
1

1 1
Symmetrische di1g = dppg = d335 = ‘/_§;d146 =dis7 = dyse = d3gq = dsss5 = 2’ d4y = d3e6 = d377 = -7
i 1 1 .
Koeffizienten d44g = dssg = dggg = dy7g = 35 dggg = —‘/—g;dabc = dpge = dgep = **(symmetrisch). Alle anderen d ;. = 0.

Konstruktion eines SU(3) Multipletts

o Jeder Zustand eines Multipletts kann aus einem beliebigen anderen Zustand desselben Multipletts durch die Anwendung von

Leiteroperatoren erzeugt werden.

Praktisch startet man am besten mit einem Eckpunkt, z.B. 0.B.d.A mit dem Zustand |T3’"i"). Da dieser Zustand durch das linke Eck

reprisentiert wird, ergeben die Operatoren T, L7+ und 7_ Null. Jeder beliebiger Weg, bestehend aus allen Leiteroperatoren, kann solange

kommutiert werden, bis die Operatoren T_, U+ und V_ rechts stehen, und daher verschwinden.

e Von den beim Kommutieren entstehenden Summanden verbleiben also nur solche, die aus den Operatoren T, U_ und V. bestehen.

Daraus folgt unmittelbar, dass es nur einen Zustand |TJ"") gibt, denn aus den Operatoren T,, U_ und V, kann kein Weg gebildet werden,

der von |T3"”") weg- und wieder zuruckfihrt.

e Ebenso konnen alle anderen Randpunkte mit den Operatoren T,, U_ und V, nur einmal erreicht werden und sind daher nur einmal
besetzt.

e Fir die Bestimmung der Multiplizitdt der inneren Punkte genugt es, sich auf das Sechstel in der Umgebung des Punktes |T3'”i") zu

maxy, V3"”'"), |vgnax), |U§"‘") oder |UI***) aus.

beschranken. Die anderen Punkte konstruiert man besser von |T3

Die Multiplizitat eines inneren Punkts ergibt sich aus der Anzahl linear unabhangiger Wege von |T3m"") zu diesem Punkt.

e Um die linear unabhangigen Wege zu finden, wenden wir die Operatoren T+, U_und I7+ in festgelegter Reihenfolge mehrfach an, wobei
die Operatoren so geordnet werden, dass die Leiteroperatoren in Richtung der kiirzeren Nachbarkante (hier: 7,) ganz rechts stehen, links
davon die Operatoren in Richtung der lingeren Nachbarkante (hier: U_), und ganz am Anfang die T'+—Operatoren:

()" (0)" (0.)"[r
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Quarks und Antiquarks

Quarkzustande

Die Quarkzustande ,up”, ,down“und ,strange” der leichten Quarks sind Eigenzustdnde von ’7'3 ¥
und ¥ und bilden das fundamentale SU(3) Triplett (p, ¢) = (1,0) d 4
1 0 0 A > - I e
T, |d) = [u); Vyls) = [u); Uyls) = |d) SN
[uy=10];1dy=(1);1I1s)—=10 = 5 b 1/
o 0 . T_ju) = |d); V-u) = Is); U_ld) = |s) {

Tylu) = 2 [u); Tsld) = -~ |d); Tuls) = Ols); Plu) = = [u); P1d) = 5 1d); PIs) = —2|s)

Elektrische Quark-
ladung (Gell-Mann-

Q= (; + T3) e. Ausgehend vom Ladungsschwerpunkt ; addieren/subtrahieren wir die T5-fache Elementarladungen.

Antiquarkzustande

V- U U BV D U - B Y TR .
Nishijima-Beziehung) QW) =5 +;=c+;=5e Qd) = —-7=-—-=—7e Q(s) =—~+0 = —-= ——e|ungeradzahlig!
Das elementare SU(3)-Antitriplett (p, ¢) = (0,1) wird mit den Antiquarkzusténde |u), |ti> und |5)
identifiziert. Diese sind nicht in der Basis {|u), |d), |s)} darstellbar (d.h. Quark- und Antiquark- g
zustande sind nicht durch eine unitdre Trafo ineinander tiberfiihrbar). /IN

Ty

Beweis: Wir erwarten z.B. T3|5) = 0/5) ... (1) und ¥|5) = g [5)...(2).
a a 1 0 0\ ,a ay (0 a=0 5--1___4_.
(1) = Tul5) - &, (b> =11, (b> = 1(0 -1 0>(b> = l(—b) = (0) —b=0 }...(3) i
2 2 2 . .
c c 0 0 0/ \c 0 0 ¢ beliebig
1/3a =2/3a
}---( )

5 a . a L 1 0 0\ ,a L a - a
(2):>?|§)—>—fs<b>=—ig<b>=——<o 1 0><b>=—< b>=—<b>:> 1/3b =2/3b
I\ TN BB o 2/ N\ P\ad) \e) _23c=2/3c

Tolw) = —s1ay; T5|d) = 5|d); T515) = ols); Vi) = —s1a; ¥|d) = —5[d); ¥15) =213)

0
(3), @) =|5) - <0> “
0

Generatoren der
Antiquarkzustdnde

1 0 0
In der Antiquarkbasis |&) — (0); |J) - (1); [5) = (0) gibt es andere Generatoren {fl,f_z,f_g,,a, 2_5,2_6,?7,% .
0 0 1

2 Bedingungen: (1) Die Eigenwerte von 7£"3 und ¥ sind entgegengesetzt zu Tg und ¥, (2) Erhaltung der Kommutatorregeln

=t =~/ |= T |@) = —|d); Vi |a@) = —13); U,1d) = —I5); T_|d) = —|a) V.|5) = —|ay; U_|5) = —|d)
Y

e fluy= =217 ja) = —15)
37 Lld)=+3ld) V15 = —lw)
. . T35) =0 U,|d) = 1)
Antiquarkzustande: 3 >l V) =-1m ﬁ—|5_> - _|J>
o e Pl =-ia) Tim=-la)
7=+ T-ld) =0

© www.goldsilberglitzer.at -8- helmut@goldsilberglitzer.at




Kopplung von Quark und Antiquark (qq) zu einem Mesonen-Oktett (und einem Singulett)

o Durch Kopplung eines Quarktripletts 3 mit einem Antiquarktriplett 3 kdnnen insg. 9 Quark-Antiquark-Zustidnde gebildet werden, die
Mesonen repréasentieren. Sie spalten in ein Oktett und ein Singulett auf: 3®3 = 8 @ 1, wie hier hergeleitet wird.

e Grafische Herleitung: Die Eckpunkte des Quarktripletts 3 sind die Mittelpunkte der drei gekoppelten Antitripletts 3. Dadurch entsteht ein
Sechseck mit sechs einfach besetzten dueren Zustdnden und einem dreifach besetzten Mittelpunkt.

[}

W a

B

 In einem SU(3) Multiplett ist jeder Punkt der duBeren Schale einfach besetzt, und jeder Punkt der nachst innere Schale (wenn die duRere
Schale kein Dreieck war) zweifach besetzt. Die duRRere Schale ist hier ein Sechseck, die nachst innere Schale ist der Mittelpunkt, der also
nur zweifach besetzt sein sollte (aber hier dreifach besetzt ist). Daher zerfillt das Sechseck mit dem dreifach besetzten Mittelpunkt in ein
Sechseck mit zweifach besetztem Mittelpunkt (ein Oktett) und ein weiteres Singulett (der zusatzlich besetzte Punkt in der Mitte).

¢ Die sechs Randzustinde des Oktetts 8 sind eindeutig (Quantenzahl [ = I3 = 1), ¢g(1,15,Y):

‘4)8 (1,=3,+1) = 1d3), ¢g (1,43, +1) = [u), o(1,+1,0) = Jud), g (1,43, 1) = |sd), ¢ (1, —3,-1) = Is@), b (1,—3,0) = |d7)

e Der erste Zustand in der Mitte ¢$* (1, 0,0) kann mit Leiteroperatoren hergeleitet warden:
N - 2 - 2 -, norm 1 - —
Wir wahlen ¢§*(0,1,0) = T_[ud) = T"[ud) + T |ud) = | $§*(1,0,0) = (|dd) — [u)) ‘ (D
e Der zweite Zustand in der Mitte ¢§2(1,0,0) kann mit weiteren Leiteroperatoren hergeleitet werden:
5 1 - _ P 1 - = . |s8)—|uwm) Is5)=ldd)
7 |us) ”":”"ﬁqss) — |ui@)) ... (2) T_|d3) "‘Z’"ﬁoss) —|dd)) ...(3) superposition: ¢p§2(1,0,0) = a== ﬁ‘“‘ +B “ﬁ ()

mit: (C1]C2) = Ound @ + B2 = 1 = ‘¢>gz(1,0,0) =2 (2159) — |um) - |dd))

Das Mesonen-Singulett

o Fehlender Zustand in der Mitte des Multipletts ist ein Singulett. Ansatz: |1) = a|ult) + ﬁ|dci) +yls5)...(1)

Wir wissen: Jeder Leiteroperator angewandt auf |1) muss 0 ergeben. Daher: T,|1) = 0 (:1>) ’f‘+(a|uﬁ) + ﬁld&) + y|S§)) =0=
(TJEU + ﬂz))(aluﬁ) + B|dtf) + y|s§)) =0= T'Jfl)(aluﬁ) + ﬁ|d&> + y|s§)) + ﬂz)(aluﬁ) + ﬁ|d&) + y|s§)) =0=

(04 BJud) + 0) + (—alud) + 0+ 0) = 0 = Blud) — ajud) = 0 = flud) = ajud) = a = B ..(2)

Wieder: Jeder Leiteroperator, der auf |1) wirkt, liefert 0. Daher: V_|1) = 0 (:13 I7_(a|uﬁ) + ﬁ|d(i> + y|s§)) =0=

(17_(1) + Ii“’)(aluﬁ) + B|dd) + yIs3)) = 0 = VD (aluur) + B|dd) + y|s3)) + 17_(2>(a|uﬁ) +p|dd) +vIss)) =0=
(alsi)y+04+0)+(0+0—y|si) =0 = alsi) —y|lsi)=0=a=y..(3) (1) 249 [1) = alutl) + a|dd) + a|s3) ...(4)
Normierung: (1|1) = 1 9 a’+at+a?=3a’=1=a= ‘/% g“l) = ¢,(0,0,0) = %(luﬁ) + |ad) + |ss'))‘(as[ =["** = 0)

L=0 Mesonen: Pseudoskalare Mesonen

Quark/Antiquark-Zustande mit Bahndrehimpuls [£ = 0], und Spin[s = 0]= Gesamtdrehimpuls[J = £ +s = 0|=
Kopple anti-symmetrisierte Zustdnde ¢g und ¢, mit anti-symmetrischem Singlet-Spin-Zustand y,(0,0) = ‘/% Ly =11
Negative Paritit: P(qq) = (+1)(—=1)(—=1)¢ = —1, Massendifferenzen weil m; > m,, 4

1 — k1 — 5 1
e o b g I MY () dd) ) + [dd) T~ )
771140 MeV ... (|d) — [ad)) = (I1T1) — 1)
Pseudo- : w140 MeV .= (Jud) — |du)) (1) = [11)
— (AT K 0 +
I @ op! 7494 MeV .. (1) — [s)) 75 (IT4) — 111)
' n K*:494 MeV ... ([sd) - |ds)) Z (1T = |11)
. ’ K°:498 MeV ... (1d5) — [5d)) 5 (IT) = 1)
K- (sT) @-rrrpron® KO (s) K':498 MeV ... (|sd) - |zfs>_)%(|Tl)—|lT)) )
JP=0 n : 548 MeV ... (|um) + |dd) - 2|s$) — law) - |dd) + 2155)) (M) = 1)

n' : 958 MeV ...%(luﬁ) + |dd) + |s5) — |uu) — |dd) — |Ss) — |du) — |dd) — |$s) + |un) + |dd) + |s§))i2(|Tl) -1

- _A @ .3y = A 182y _ G2y _ (S2y) = A 1fg_1(1 _1
Massen: "o +m1m2<51 S2) =y ¥ mg +m1m22((5 )=S0 (SZ)) =my +my +m1m22(0 2(2+ 1) 2(2+ 1)) -
m=m, +m, —>—2—|m, =m, = 0.307GeV, m, = 0.490 GeV, A = 0.06GeV3 (erklart die Masse von 1’ nicht korrekt!)
4mymy
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L=0 Mesonen: Vektor-Mesonen

Quark/Antiquark-Zustande mit Bahndrehimpuls , und Spin = Gesamtdrehimpuls = Kopple
symmetrisierte Zustande ¢g und ¢, mit einem der symmetrischen Triplett-Spin-Zustdnde xs(1,4+1), xs(1,0), oder xs(1,—1)
Negative Paritat: P(qq) = (+1)(—1)(—=1)® = —1. Hohere Massen wegen der Spin-Spin Wechselwirkung
A p° 775 MeV ...%(luﬂ) - |d&) + |uu) — |Jd)))(s
KO (d5) @i o K7 (15 p~ 775 MeV ...\%(ldﬁ) + |Td))xs
3 g pt 1775 MeV \%ﬂuti} + |du))xs
\Vektor _ e, A (lei =
[Vesonen P~ (@@ o lo % p*(ud) K*~:892 MeV */1? (|51f) + |u_s)))(5
—e @m *> K**:892 MeV ... (|sd) + |ds))xs
: K™:896 MeV ...%(ld.?) +15d))xs
) K896 MeV ...~ (|sd) + |ds))xs
K (s) @1 @® K (sd) @ :783 MeV % |utt + dd)xs (sic!)
JP=1- @ : 1020 MeV ...|sS)xs (sic!)
beobachtete w und @ sind Mischungen aus ¢ und ¢, Zustanden!
_ A 1032y _ G2y _ (32y) = Al _1n _1t
L memm s (=50 = $5)) =my +m, + 21 (1(1 +-2(+1) -2+ 1)) .
m=my +m, +7——|my = m, = 0.307GeV,m; = 0.490 GeV, A = 0.06GeV*
12

Kopplung von zwei Quarks zu einem (hypothetischen) qq Sextett and qq Anti-Triplett

Hinweis: Gebundene Zwei-Quark-Zusténde, die u, d und s kombinieren, sind hypothetisch, da sich die Gesamtfarbe nicht zu weif3 addieren
kann. Aber dieses Konzept dient als Grundlage fiir die Kombination von drei Quarks zu einem Triplett-Baryon-Zustand.

e Durch Kopplung eines Quarktripletts 3 mit einem 33 = 6 o 3,
weiteren Quarktriplett 3 konnen insg. 9 Quark-
Zustdnde gebildet werden. Sie spalten in ein Sextett

Y

und ein Antitriplett auf: 3®3 = 65 @ 3,4, wie hier ; " %) ) jud—duy
hergeleitet wird. ¢ i V2
d U
o Grafische Herleitung: Die Eckpunkte des ersten . , _
Quarktripletts 3 sind die Mittelpunkte der zweiten 11 'l I, dsad sy +

gekoppelten Tripletts 3. Dadurch entsteht ein
dreieckiges Sextett 65 mit sechs einfach besetzten
duleren Zustéanden und weiteres dreieckiges
Antitriplett §A mit drei einfach besetzten Zustdnden.

Die drei Eckpunkte des Sextetts 6¢ (;1)65(1, I5,Y) (Quantenzahl I = I§*** = 1) sind direkt ablesbar:

e (1,+1,+§) = Juw), e, (1, —1,+§) = |dd), ¢, (1,0,—2) = |ss)‘

Die anderen drei Zustdnde des Sextetts 6¢ sind Uber Leiteroperatoren erreichbar:

0 fes (1,0,+2) = Tyldd) = TVldd) + T2|dd) == | b6 (1,0, +2) = = (lud) + |du))
6s\ T3 T A+ =14 + s\ T3) TR

o b, (1,—1,—1) = U_|dd) = U©|dd) + TP |dd) == | ¢, (1,—§,—§) = = (Isd) + |ds))‘

2 3

1 1 ~ ~ ~ norm 1 1 1
0 g (142, 2) = Vo) = 00 + ) g, (1,42, ~2) = 1w + fus))

Der erste Anti-Triplettzustand ergibt sich aus Normierung und Orthogonalitdtsbedingung:

(1)
Ansatz: ¢z, (0,0, +§) = alud) + B|du) ... (1) Orthogonalitat: <¢)65 (1,0, +§) | o3, (0,0, +§)> =0 :1> &\gdu‘(alud) +Bldu)) =0 =

< (udlud) + £ (duldu) = 0 = B = —a = ¢5, (0,0,+2) = alud) — aldu) ... 2
% (udlud) + £ (duldu) = 0 = B = —a= ¢35, (0,0,+3) = alud) - aldu) ..(2)

1

¢, (+§ 0,0) = 7 (jud) - Idu))‘

2

)
Normierung: a®? +a? =2a? =1= a = \/%:

e Die anderen beiden Antitriplett-Zustdnde ergeben sich aus Leiteroperatoren:
i 11\ _ 5 lud)-ldw) _ 5 lud)=ldw) | 5(z) lud)=ldu) _ Isd)-0 | o-|ds) norm[" 1 1
0 ¢5,(0,—5-3) = LG = PO RIS 4 PO RAZES S BOR 4 50 g, (07,71
1
2

. 1 1N\ _5 lud)—ldu) _ 7(1) |lud)—|du) i7(2) lud)-|du) _ 0-|su) |us)—0 norm . 11
095, (0.+7,-3) = U580 = QORI 4 RIROTES = 2P0 4 RO TS g (0,43, -3)

5 (Isd) — 1ds))

5 (lus) = |su)

’

3
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Kopplung von drei Quarks zu L=0 Baryonen (qqq)

Wir suchen die Ausreduktion von 3®3®3 (das sind 27 Zustande). Wir haben oben 623 = 10 : 8
hergeleitet: 3®3 = 65 @ 3,4, daher ergibt sich: 3Q3®3 = (65 D 3,)®3 = e o o o o o
3®3®3 =653 @ 3,83 = e o o + o
Kopplung 65®3 (18 Zustdnde): Die Punkte des symmetrischen Quarksextetts 6 LA . o
sind die Mittelpunkte des dritten gekoppelten Quarktripletts. Dadurch entsteht ein °

Dreieck mit drei einfachen Eckpunkten, sechs doppelt besetzten Punkten entlang

der AuBenlinien, und einem dreifach besetzten Mittelpunkt. Bei einem dreieckigen Multiplett konnen aber alle AuBenpunkte nur einfach
besetzt sein, und die inneren Schalen (hier: der Mittelpunkt) ebenfalls nur einmal. Daher zerfillt das beschriebene Dreieck in ein drei-
eckiges Dekuplett 10 (mit neun einfach besetzten Punkten am Rand und einem einfach besetzten Punkt in der Mitte) und ein secks-
eckiges Oktett 8 (mit sechs einfach besetzte Eckpunkten und einem doppelt besetzen Punkt in der Mitte). Somit: |65®3 =10, P 8M5|
(Details siehe néchste Seite)

Kopplung 3 ,®3 (9 Zustande): Die Punkte des antisymmetrischen Tripletts 34 sind die Mittelpunkte des zusatzlich gekoppelten Tripletts

Y
Y
I3 I3
/ =
b 4 e
2 verboten!

In einem SU(3) Multiplett ist jeder Punkt der duReren Schale einfach besetzt, und jeder Punkt der nédchst innere Schale (wenn die duRere
Schale kein Dreieck war) zweifach besetzt. Die duRere Schale ist hier ein Sechseck, die ndchst innere Schale ist der Mittelpunkt, der also
nur zweifach besetzt sein sollte (aber hier dreifach besetzt ist). Daher zerfllt das Sechseck mit dem dreifach besetzten Mittelpunkt in ein
Sechseck mit zweifach besetzten Mittelpunkt (ein Oktett) und ein weiteres Singulett (der zusétzlich besetzte Punkt in der Mitte). Somit:

3,83 = 8,,, ® 1,|(Details siehe iibernichste Seite)

Insgesamt lasst sich das Dreiquarkmultiplett mit 27 Zustanden daher so ausreduzieren:

[393®3 = (65 D 3,)®3 = 6,83 B 3,83 = (105 D 8y5) D (B D 14)]

Symmetrien

! .
Y= (rl)flauor)(spingcnlornspace Quarks sind Fermionen = W = W,. Immer: &y = &4 mit L = 0: Nspace = Ns =
v, = qbﬂawr)(spianns = qbﬂm,or)(spm muss symmetrisch sein (fir L = 0) =

Ein Baryonen-Singulett 1, kann es im Grundzustand L = 0 nicht geben, weil es keine antisymmetrische Dreiteilchen-
Spinfunktion y, gibt.
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Das symmetrische Dekuplett und gemischt symmetrische Oktett der leichten Baryonenzustande

» Wie auf der vorigen Seite beschrieben: Bei der Kopplung 65®3 (18 Zustdnde) entsteht ein dreieckiges (symmetrisches) Dekuplett 10¢
(mit neun einfach besetzten Punkten am Rand und einem einfach besetzten Punkt in der Mitte) und ein sechseckiges (gemischt
symmetrisches) Oktett 8y:

6 ® 3 = i
; 10, 8
M) ddu + dud + udd) Juud + udu + duu)
|det) V2 |uw) d) () 73 73 I + dyd — 2 (u + du)u = 2
i) @@ Juu) R S
|uds + dsu + sud + usd + dus + sdu) (ds + sd)u + (us + su)d — 2(ud + du)s
\/E (ds + sd)d — 2dds| i (s Yu Duus
® — |dds + dsd + sdd) T <_):_> Mo + ) — 2uus)
— —— v Vi
(ds + sd) (us + su) V3 V3 idds + sddyu s+ su)d)
V2 V2 s) Idss + sels + sad) husa + sus + s5u) o id—i
Idss + 525 + ssd) = J(ds + sd)s — 2ssd |(ues + su)s — 2ssu
v v I G

[sss)

|53)
Die drei Eckpunkte des Dekupletts 10 sind direkt ablesbar | |110,) = |ddd), |10,) = |uuu),|105) :|sss)|

o Die anderen sechs Randpunkte des Dekupletts sind liber Leiteroperatoren erreichbar:
orn

110,) = 7. |ddd) == |110,) = —= (judd) + |dud) + |ddw)) | [105) = T_uuu) == 1105) = — (Jduu) + ludu) + [uud))

~ norm 1 ~ norm 1
|104) = U_|ddd) =—=|104) = \/—g(lsdd) + |dsd) + |dds)) | [10,) = V_|Juuu) =—||10,) = \/—g(lsuu) + |usu) + |uus))

norr

[105) = U, |sss) = [10g) = %(Idss) + |sds) + |ssd)) | |10o) = V, |sss) sk [10,) = %(Iuss) + |sus) + |uus))

Auch der Punkt in der Mitte des Dekupletts 105 ist UGber Leiteroperatoren erreichbar, z.B.:

[10,0) = T,1104) = T, (|sdd) + |dsd) + |dds))g [10,,) = = (|usd) + |uds) + |sud) + |dus) + |sdu) + |dsu))

Den ersten Punkt des (gemischt symmetrischen) Oktetts 8,5 ermitteln wir mit Orthogonalitdts- und Normierungsbedingung.
z.B. linker oberer Punkt; Ansatz |8MS) = aldd)|u) + B —— lud) +|du) |d) = alddu) + = £ |udd) +£ |dud) (D

(1)
|ddu)+ £ Judd) + % |dud)) =0=a=—2f=p=

Normierung: (8,]8,) = 1 = ‘ |8Ys) = v—g(|udaz) + |dud) — ZIddu))‘

(1)
Orthogonalitit: (10,|85) = 7("""”*(”’”'* dd“'(

Weitere fiinf Randpunkte des Oktetts 8y¢ sind lber Leiteroperatoren erreichbar:

[8Y) = 7,18,) =5 [8Y%) = & (2luud) — ludu) — lduw))| [8) = U_18,) =5 [8Y%) = & (2luus) — fusu) ~ lsuw))
|8ls) = |83) = |8M5) = == (Isus) + Juss) — 2|ssu)) ‘ |8Y5) = 7_18,) == [8Y5) = - (Idss) + |sds) — 2|ssd))
[855) = U,185) == [8Y) =  (2ldds) ~ |dsd) — |sdd)) |

Der erste Punkt in der des Mitte des Oktetts 85 ist ebenfalls liber Leiteroperatoren erreichbar, z.B.:
MS msy " 1ams 1
|8HS) = 7, |gsy 25 “8 ) = = (2luds) + 2ldus) — usd) — |sud) — |dsu) - Isdu))‘
Herleitung des zweiten Zustands in der Mitte des Oktetts 8,5 durch weitere Leiteroperatoren, Orthogonalitdt und Normierung:
—~ ~ Nor:
Ansatz: |845) = aU, |8Y5) + BV, |8YS), orthogonality: (8%5|8Y5) = 0 g“%’”) = %(lsud) + |usd) — |dsu) — |sdu))

L1 . _
beobachtetes 10 Spin ; Dekupletts mit W, = ¢gx &N beobachtetes 8,5 Spin ; Oktett with Wy = dys)us $atls
sym.
— — 3,3
L=0P=15=3J=; L=0P=15=2]=>
A-(ddd)  A°(ddu) 4 A*(duu)  A™(uuu) n(ddu) p(uud)
[ JCTRY S SR Sene—— 1232 MeV . - ° 940 MeV
T (dds) . £0(uds) A (uus) . %
p 1385 MeV % (dds) >0 (uds) >3 (uus)
> : 1120-1190 MeV
A(uds)
1533 MeV
.. ................... ..
=" (ssd) =0(ssu) 1320 MeV
1677 MeV
Massen ungleich, weil das s-Quark schwerer ist als u und d Massen ungleich, weil das s-Quark schwerer ist als u und d
Baryonen (8182 | (51:5s) (§2-§3)) Effektive m, = m,, = 0.365GeV [Spin-Spin . 3
Massen: "™ =Mt ma +ms 44 (m my | myms | myms )| Massen: mg = 0.540 GeV WW-Stirke A’ = 0.026GeV
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Das gemischt antisymmetrische qqq Oktett und das (verbotene) total antisymmetrische qqq Singulett

e Wie auf der vorletzten Seite beschrieben: Bei der Kopplung 3,®3 (9 Zustinde) entsteht ein sechseckiges (gemischt antisymmetrisches)
Oktett 8,4 und ein weiteres Singulett. Somit: 3,83 = 8,,, ® 1

§A ® 3 = 8MA @ 1A

ud — du)d) |(ud — du)u)
( / | / |
jud — duy V2 72 Y verboten!

Sl

|(ds — sd)u — (su — us)d) T3

/ \\_ ‘S E / |(ds — sd)d) 2 [(us — su)u) @
7 ® ™ / = V2 V2

\ ’,"" B |2(ud — du)s — (ds — sd)u — (su — us)d)

AN Vi 2
Y v |(ud — dw)s + (ds — sd)u + (su — us)d)
[ - o

|(ds — sd)s) |[(us — su)s) V6

V2 V2

D fiavor Xspin MUss symmetrisch sein (fir L = 0) =
Ein Baryonen-Singulett 1, kann es im Grundzustand L = 0 nicht geben, weil es keine antisymmetrische Dreiteilchen-Spinfunktion y, gibt.

e Die sechs Eckpunkte des Oktetts 8,4 sind direkt ablesbar:

‘ISQ‘A) = ludlaw) Iudd)—ldud)‘ ‘lsﬁ“) = fudlaw) | Judu)-lduw

‘|8¥A> — |us)—|su) |u> — |lusu)—|suu)

V2 vz V2 V2 vz vz
MA\ _ lus)—Isu) _ luss) = Isus) MA\ _ lds)—Isd) _ ldss) - |sds) MA\ _ lds)=Isd) _ ldsd)-|sdd)
[1g10) = ey bl gy — 18005y _ el | figpn) = (80101 ) [

® Der erste Punkt in der Mitte des Oktetts 8y, ist Uber Leiteroperatoren erreichbar. Da die Symmetrie des Isospins I; am besten erfullt ist,
wihlen wir |87) — T+|86) — ’ﬁ_ |ludd)—|dud) T(1) |dsd)—|sdd) T(z) |dsd)—|sdd) T(3) |dsd)— Isdd) lusd)-0 | 0—|sud) | |dsu)—|sdu) .
‘|8’7V’A> — |dsu)—|sdu)-;—|usd)—|sud)

A norm norm norm norm norm norm

e Fir den zweiten Punkt in der Mitte des Oktetts 8,;, wahlen wir folgenden Ansatz:

18414) = U, 18Y14) + GV, |84) = a0, M0 4 iy, 1o
|8M4) = a(—|dus) + |uds) + |usd) — |sud)) + B(—|uds) + |dus) + |dsu) — |sdu)) ...(1) Orthogonalitit: (8%4|844) = 0 =
W(—aldus) + al|uds) + alusd) — a|sud) — Bluds) + Bldus) + Bldsu) — B|sdu)) =0
(1)
—B(dsuldsu) += ﬁ(sdulsdu) +- a(usdlusd) += a(sudlsud} =0=Ff+a=0=>pF=—a=
(2)
|8M4) = a(2|uds) — 2|dus) + |usd) — |sud) + |sdu) — |dsu)) ... (2) Normierung: (844|8¥4) = 1=
o 1 @F omay _ 2Quds)—ldus)) +lusd)—|sud)+sdu)—|dsu)
(4+4+1+1+1+1)—12a_1:>a_r:>|8 y= Nevi
Fur das Singulett 1 wahlen wir folgenden Ansatz: Fiir jeden Eckpunkt des Zweiquarkzustands 34 gibt es einen Zustand des dritten Quarks
des Tripletts 3, der wieder zum Mittelpunkt fuhrt. Wir wahlen als Ansatz eine Superposition dieser drei Kombinationen, und
beriicksichtigen die Orthogonalitit zu |8%4) und |8%4), sowie die Normierungsbedingung:

Ansatz: |1A) — Iud) Idu)I )+ﬂ|d5) |sd) lu )+ Ius)—zlsu)ld) — |uds) Idus)+ﬂ|dsu) \sdu)+y\usd)‘/—§|sud)m(3)
- . MA|4A\ _ dsul (sdu|+(usd|—(sud| Iuds)—ldus) |dsu) - [sdu) lusd)—|sud)\ _
Orthogonalitat 1: (8%"4[|14) = 0 = 2 (a N +p N +vy N 2)— 0
3
l\%(dsuldsu) += \/_(sdulsdu) + —\/L_(usdlusd) +3\/L_(sud|sud) =0=B+y=0=y=—F=
_luds)- Idus) |dsu)—|sdu) |lusd)—|sud) _ |uds)—|dus) |dsu)—|sdu)—|usd)+|sud)

= v +ﬂ v Bz(dl\/iz(d I_(adI(ng(d_:[:)d | luds)—|dus) \;(?)Id)\ d)+|sud)

MA|4A uds|—2(dus|+{usd|—(sud|+{sdu|-(dsu uds)—|dus su)—|sdu)—|usd)+|su _
Orthogonahtatz (8 |1 y=0= ( NG B N ) =0

(udsluds) + —— (dusldus) - L—(usdlusd) - L—(sudlsud) - L—(sdulsdu) - L—(dsuldsu) =0

ba—4B =0 = f = a 2 [14) = g1 'd“”*'““)ﬁ's"“) '“Sd“'“‘d .(5) Normierung: (1[1) = 1= 7(1 Fl+1+14+1+1D) =1

(5)
3al=1=a= \/% =|]14) = \/%(Iuds) — |dus) + |dsu) — |sdu) — |usd) + |sud))
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Farbe und QCD

e Anstelle von zwei Ladungstypen wie im Elektromagnetismus hat die QCD drei fundamentale Ladungen fir die starke Kernkraft, die als
die Farben rot, griin und blau (r, g, b) bekannt sind, sowie drei entgegengesetzte Farbladungen anti-rot, anti-griin und anti-blau (7, g, l_J).
Ein freies Teilchen kann keine Nettoladung irgendeiner Art haben; nur "farblose" Zustdnde sind fir freie (beobachtbare) Teilchen
erlaubt.

Eine Farbe plus ihrer Antifarbe ist farblos; zusatzlich sind alle drei eindeutigen Farben r, g, b (oder Antifarben 7, g, B)
zusammengenommen farblos

Waihrend die QED-Wechselwirkung durch ein masseloses Photon vermittelt wird, das dem einzelnen Generator der lokalen U(1)-
Eichsymmetrie entspricht, wird die QCD-Wechselwirkung durch acht masselose Gluonen vermittelt, die den acht Generatoren der
lokalen SU(3)-Eichsymmetrie entsprechen.

Jedes Quark enthilt eine Netto-Farbladung von einer Farbe (r, g, b); jedem Antiquark ist eine Anti-Farbe (7, g, b) zugeordnet

Das einzige andere Standardmodell-Teilchen mit einer Farbe ist das Gluon: Quarks tauschen Gluonen aus und bilden so gebundene
Zustande.

Nur Teilchen mit einer Farbladung ungleich Null koppeln an Gluonen. Aus diesem Grund sptiren die Leptonen die starke Kraft nicht.
Die Quarks, die die Farbladung tragen, existieren in drei orthogonalen Farbzustdanden.

Im Gegensatz zur approximativen SU(3) uds -Flavor-Symmetrie ist die SU(3) rgb -Farbsymmetrie exakt. Folglich ist die Starke der QCD-
Wechselwirkung unabhangig von der Farbladung.

Wihrend der Elektromagnetismus die elektrische Ladung der Teilchen, die sich gegenseitig anziehen oder abstoRen, nicht dndert,
andern sich die Farben (oder Antifarben) der Quarks (oder Antiquarks) jedes Mal, wenn die starke Kernkraft auftritt.

Die 3 Farbzustdande kénnen mit drei Farbwellenfunktionen
beschrieben werden:

B

Analog zum SU(3) flavor kénnen die Farbzustdnde von Quarks und
Antiquarks mit zwei Quantenzahlen dargestellt werden: Dem
Farbisospin I§ und der Farbhyperladung Y¢

Feynman Gluon i9 o on00000000000 " Gluon vom Typ a, da.s am Qco
Regeln Propagator | — 3 Vertex u emittiert wird, ertex:
fur QCD pag 4" qa das gleiche ist wie das an v '

8% gewihrleistet, dass das

absorbierte.

Gluonen: Koppeln von Farbe und Antifarbe zu einem cc - Oktett (und einem verbotenem cc - Singulett)

Durch die Kopplung eines Farb-Tripletts 3 mit einem Antifarb-Triplett 3, kdnnen theoretisch insgesamt 3®3 = 9 Farb-Antifarb-Zustinde
(d.h. Gluonen) erzeugt werden. Diese 9 Zustande zerfallen in ein Oktett und ein Singulett: 3®3 = 8 @ 1, wie unten hergeleitet wird.
Der Singulett-Zustand ist allerdings fir Gluonen verboten, da ein einzelnes Gluon (das nicht im freien Zustand existiert) nicht farblos sein
darf! Daher gibt es nur 8 Gluonen.

Grafische Herleitung: Die Vertices des Farb-Tripletts 3 sind die Mittelpunkte der drei gekoppelten Anti-Tripletts 3. Das erzeugt ein

Sechseck mit sechs einfach besetzten Eckpunkten und einem dreifach besetzten Mittelpunkt.
Y
3 ® k':

verboten!

Y(

In einem SU(3) Multiplett ist jeder Punkt der duBeren Schale einfach besetzt, und jeder Punkt der nachst innere Schale (wenn die duRRere
Schale kein Dreieck war) zweifach besetzt. Die duRere Schale ist hier ein Sechseck, die ndchst innere Schale ist der Mittelpunkt, der also
nur zweifach besetzt sein sollte (aber hier dreifach besetzt ist). Daher zerfillt das Sechseck mit dem dreifach besetzten Mittelpunkt in ein
Sechseck mit zweifach besetzten Mittelpunkt (ein Oktett) und ein weiteres Singulett (der zusatzlich besetzte Punkt in der Mitte).

Die sechs Eckzustinde &g(I¢, I§, Y©) des Oktetts sind einfach besetzt (Farb-Isospin I¢ = (I§)max = 1):

Go(1,—3,+1) = |gb), Gy (1,45, +1) = [rb), Go(1,+1,0) = Ir3), G (1,+3,~1) = 1b9), 6o (1, -3, ~1) = b7, Gy (1,-3,0) = |gr_)’

The erste Zustand in der Mitte G§1(1,0,0) kann mit Leiteroperatoren erreicht werden.

Wir wahlen G§(0,0,1) = T¢|rg) = T®|rg) + T@|rg) —= |6E1(1,0,0) = 7 - Igg’))‘ (D)

Der zweite Zustand in der Mitte G§2(1, 0,0) kann mit weiteren Leiteroperatoren hergeleitet werden:
7!0_1"17! i no_rm i

7|rB) "E" - (|bb) — ) .. (2) U|gb) "E" % (|bB) ~ 199)) - (3) Superposition: G§2(0,0,1) = @ X0 4 p LIP (4

mit: (C1]C2) = 0und a? + 2 = 1 = |GE2(1,0,0) = % (I + 1gg) — 2|bb))

T b r r b r b
i1 . . rb+bT rg+gT bg+gb rT-bb
Farbfluss fir o 5 Acht Kombinationen: = gﬁg i gﬁg 5
deb t-Kanal El = = + - o ve Ve o Ve
_in—bT _l,rg—g‘r _ibg+gb r‘r+bb—2gg
Prozess rb—br V= Ve T e T
b r b r b r b r

b
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Exkurs: Eichinvarianz in der klassischen Elektrodynamik

0 —E, —E, —E,\ At (‘é) e (e) Homogene Maxwell-Gleichung: e#**#9,F,; =0 & V-B=0; VXE= —lZ—f
_ A’ J
FHY der ?‘ OB gz By FH = g*4Y — 9vA*  |nhomogene Maxwell-Gleichung: 8, F¥’ = j¥ < V-E = 41p; VxB = 4_7:7_'_%(;_?
\Ey —Bz B B ) E= —vtb - atﬁ Lokale Eichtransformation 4, - A =4, u)((x“) lasst Feldstarketensor gleich
“ Y x B=VxA F., = 0,4, — 0,4, = d,A, -0, A F,,,, alle Maxwell-Gleichungen bleiben erfiillt

Exkurs: Eichinvarianz in der nichtrelativistischen Quantenmechanik

Schrédingergl. zh ‘I’(r t) = ——VZ Y (7, t) ...(1) ist nur invariant bei globaler Eichtransformation W(#, t) = ¥'(#, t) = e!® W(# ).

Nicht invariant bei lokaler Eichtrafo W(#, t) - B(#,t) = el @O W(7, t) ( h— Bw(r 2 +ih ) Y(#t) =— E (L'V (7, t) + V) Y (7, t)

3
Wir schreiben die Schrédigergleichung (1) um: ih%‘l’(i’, t) = #(—ihV) Y@ t)...(2)
oL 2
Folgende Gleichung wire invariant unter lokaler Trafo: (ihi —q (7 t)) Y(7t) = ﬁ (—ihV — g A(#, D) Y(# D) ...(3)
vorausgesetzt @, A sind Eichfelder, so dass ® (7, t) - ®(#,t) = &(# t) — BX(”)

Vergleiche (2) und (3) = lha - lfl; —q (7, t) und —ihV - —ihV — q A(r, t)

0, 7] Dd(x
Das kénnen wir schreiben als zh( V> - fl( tV> (K(( a))> oder kurz als |ihd* — ihd* — qA*|... mimimale Substitution
x

A, 6) - AR, £) = KG ) + VXG t)

Wann immer eine physikalische Theorie invariant unter einer globalen Transformation ist, und wir fordern, dass sie auch unter der dquiva-
lenten lokalen Transformation invariant sein soll, missen neue Felder eingefiihrt werden. Im Falle der Schrodingergleichung muss das EM-
Feld mittels des elektrischen Potentials ®(#, t) und des magnetischen Vektorpotentials A eingefuihrt werden.

N&here Erlauterungen hierzu findest du unter https://www.goldsilberglitzer.at/Rezepte/Rezept008.pdf

Exkurs: U(1) Eichinvarianz in der relativistischen Quantenmechanik (QED)

Die Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen iy*8,1 = my ist invariant unter einer globalen Phasentransformation

P > P (x®) = e P P(x®)

e Nehmen wir an, wie verlangen Invarianz unter einer lokalen Phasentransformation
Px®) = P (x®) = U(x®) P(x®) = e XD (x)

e Die Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen ist nicht invariant unter dieser lokalen Transformation: iy*d, (ei‘IX("a)z,l)) = me"‘”(("a)tp =
i},u(aﬂeiqx(x")w + eiqx(x")aﬂl/,) = mei‘?X("a)lp = i}/“(W)iqaﬂ x&xO Y + ewaﬂl/)) = mW)l/J =
|iy“(6” +iqd, X(x“))lp =my | Diese Gleichung unterscheidet sich von der Originalgleichung durch den Term —qd, x(x*)

- T
Im Falle der Dirac-Gleichung muss das EM-Feld mittels des Viererpotentials A*(x%) = (zb(x“),A(x“)) eingefihrt werden
Die Physik des EM-feldes ist invariant unter einer lokalen Eichtransformation 4, (x*) — A, (x%) = A,(x%) — 9, x(x“)
mit A, (x*) = (qﬁ(x“), —A(x“)) und 9, = (HO,V).
Wir fordern wieder Invarianz unter einer lokalen Eichtransformation |Aﬂ(x"‘) - A,(xY) =A4,(x%) -0, )((x”‘)|

Wenn wir Invarianz unter der lokalen Eichtransformation |1p(x"‘) - P (x%) = elx™*) l,b(x"‘)|fordern, kénnen wir das erreichen, indem

wir die Dirac-Gleichung filr ein freies Teilchen iy#8,) = mi umschreiben zu - |iy* (9, + iqA,(x¥)) ¥ = myp

Dy, min. Substitution

Diese gednderte Dirac-Gleichung beschreibt nunmehr kein freies Teilchen mehr, weil es gibt einen

Wechselwirkungs-Term | —qy#A,(x%) |
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Exkurs: Klassisches Wirkungsintegral — Euler-Lagrange-Gleichung

Die méglichen Wege werden durch einen Parameter a unterschieden: q; = q;(a, t)
Das Wirkungsintegral ist dann: S(a, t;,t,) = ftz L(q;(a,t),q,(a,t),t) dt. Wir fordern Stationaritit des Wirkungsintegrals Z—i =0=

=J (::Z‘LJF:TIL%) de = 0|5 2 55, 2l 5q; St 5, = 85 = [0 1(—6ql 5ql) dt=0
- =1(a a ;’L;’ﬁm)dt—OIS’ 20 =5 (5q:00) ~ g 00
f ?:1(:_; i +:t(aL Sql) at 9 6q1)dt—f X ( 6q; - 2t 9q 6q‘)dt+f i= 16t( Eq,)dt—O
[ 2 (50 8a: — 5 5 60,) de + Zie [%&zi] = 122 (5 8a: — 5,57 60:) de + Bit, 52 (8q:(t2) — 8a,(8)) = 0[ 6¢,(t)=54,(t,) = 0
f:lz (Z—: ;t Z:) 6qdt = 0| kann allgemein nur verschwinden, wenn der Integrand null ist = Z: - %Z—Z = 0|... Euler-Lagrange-BWGL.

\Wir betrachten eine Lagrangefunktion, die von n verallg. Koordinaten q;, Geschwindigkeiten ¢; und der Zeit abhéngt: L =T —V = L(q;, §;,t)

Das Wirkungsintegral in der Feldtheorie

ird zu einer Funktion der Integrationsgrenzen 11,‘[2 und zu einem Funktional der Felder ¢: S([¢], T1,75) = f:z L(CD, 6u¢) d*x
1

sS[@] = 0= [, 6Ld*x= [, ( 5D + 66¢)d4x=0

a(a cp)
4y = 5L s 4y = L LLFY

[, 0Ld x—fM<a¢i6¢l+a(a¢)6(6¢)>dx O‘entsprlchtf (q8q+aé’8q)dt

o 8Ld*x = [, (5560, -0

80 ) dx + [, 0, (5o 5 ) dx = 0. (1) =

v a(a a>) 90y ®;)
entspricht ftz(gsscr%%sq) at Randterm (angenommen 0)
entspricht ftl d[(aqéq)dt
Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung (wenn Randterm = 0): Iy a— | .(2) entsprlcht gL _dot_y
ad; V a(a, ) dq dtdq

Wir betrachten eine Lagrangedichte, die von Feldern ¢ und deren Ableitungen d,, ¢ abhdngt: £ = L(Cb(x“) , 0, <I>(x"‘)) Das Wirkungsintegral

Variation nach Parametern von kontinuierlichen inneren Symmetrien der Lagrangedichte - Stromdichte

. . . L ) ) ) ) ) a
Hat die Lagrangedichte eine kontinuierliche, globale innere Symmetrie, beschrieben mit dem Symmetrieparameter a, dann: L)

95 _ o aLop oL 09\ 4 oLog | oL a¢ oL \og\ 4
oaly—g ~ 6 dalgo 0 ~Je <a¢ da = 9(9,®) O aa)d fG (aqs da (a(aum) aa) (aﬂ a(aum)) Ba) d%x =0

9L dp oL 4 oL _ oL\ ja oL 3\ ja. _
fa <a¢ da (aﬂ a(auzp)) 6a> d*x +f 9 (a(a @) aa) f ( O a(o, cb)) a®x + f 9 (a(ap) Ba)d x=0

=0 (ELGR)
0L 3\ ;4 oL _o¢ —
fG Oy (a(aud:) aa) d*x = 0|soll fiir ein beliebiges vierdimensionales Gebiet verschwinden = g (a(a ®) 9l 0) 0=
JjH

oL 09
8(0,9) 0alg=g

Kontinuitdtsgleichung d,j# = 0 mit Noetherstrom |j#* = (kovariant erhalten)
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Exkurs: Diverse Lagrangedichten in der QFT

glasiisches Il.‘agr;niegmlfttion: Euler- i(a_L) _%_y Beo.: EBew-:-zgtes Teilchenin1D: L=T -V = — —V(x)
un o _ m Lagrange dt \0a;/  da; sp-: _<3L) ( %) — (_) = mk + a_ = 0= mi = _‘7_" =F
teilchen T = Ekinv V= E %git 9x. ax - 9x ax
. i—>¢(txy,z) L(q,,ql)—>L(¢)l,6 ¢))Eu|er— P ( aL ) aL_O 1) mit . .. Skalarfeld
Skalarfelder: - 0,¢; withL = [ Ld3x Lagrange | “\a(3u¢:)) 0¢: - (1) mit ;... Skalarfe
s B0 b —-m? ( ) g ( i )
Relativisti- L fir freies Skalarfeld 0(0u:) 5(5u¢1)( Oub0" e m ¢ ) 5(5u¢) 9:¢)0 ¢+ 0 FICH ¢)a ¢()
sches Spin 0 _1 _ 12,2 s _1au 1 ( ) i I I I _% 2
e b =10,90"¢p - 1m%p ""(Za(am) ~ohp +20"p o9 u® S0hp+20"p = a¢>=>aa¢> =0
0,0/} — ( mzd)) =0=0,0"p + mqu =0.. Kleln Gordon-Gleichung fiir Skalarfeld
- L flr Dirac-Gleichung
Relativist. oty ® @) or _ (3) u
(Spin-% ) Ly = P(iy*9, —m)¥ ; Euler- 3, (5(?%)) j\i ol..a) b = =0=— (iy*9,¥ —m¥)=0=
Spinor-Feld = iq’y“a,l‘{’ — mPy - (3)|Lagrange B (iy“au - m)‘~P = 0 ... Dirac-Gleichung
_E. —E, — o (P
£ fiir EM-Feld / 0 —BEx =B, —E\pr= ( 5) RN
Relativist. EM L — _lpwp A ‘ FhY g E, 0 -B, B, FUV — JlAv _ gvak Euler- a, (B(BVA )) =
Vektorfeld M=y S#V " = kEy B, 0 -B ) Maxwell: 9, Fm = jv  |-agrange § ®) -
..(5) E, -B, B, 0 Ay > A=A, —O,x
(5)
FIV = QUAY — VAR S Ly, = (0147 — 0¥ A1) (9,4, — 3,4,) — j“4,,
Loy = =304 A0,A, — 20" AMD, A, + 20" AVD, A, +- 0V AL, A, — j*A,
nev nev
Herleitung  “FM = — 10V A13,A, — 0V AR, A, +laVA"a A, +50VA19,A, —j“A = Lgy = —50"A40, A, + 0" A49,A, — jH4, ... (7)
@7 1 1 a
der Maxwell- 2fM 21 (aVA”)aTAT — —OVA” (a A ) +1 (avAM)aTAT +lgvar—2 (0 A )
n 1)%ufly uv
Gleichungen 9(dvAL) 20(dvA,) a(a Ay) za(a Ay) 2 3(dvAL)
von Ly 0Lgm _ 1 v Al VAl Y\ Iy “H"
e 2a(avAu)(a A,)dvA ——a A B(a " )(av ﬂ)+26(6 n )(a A, )oHAY +5 a A a(a " )(a Aﬂ)
aLEM___vu__vu_uv_uv 9LgM VAL " AV VAR uAv Phdad
A SOVA! ——QVA! +-0MAY +-04A :6(61,A,L) —0vA* + 0% A =>6(6A +0"AY) — —O

0,(—0vA* + 0*AY) — (—j*) = 0 = j# = 0,(0VA* — 9*AY) = j* = 0,F"" = 9,F =V ... Maxwellglelchungen
L= v

veu

Massive spin 1
particle

Lproca = =+ F¥E,, +im2Aka, ‘

Exkurs: Lokale Eichinvarianz fiihrt zu QED Lagrangedichte

Die Anforderung, dass die Dirac-Gleichung unter einer lokalen U(1)-Phasentransformation invariant sein muss, fuhrt die

Lokale Eich- elektromagnetische Wechselwirkung ein. Die erforderliche Eichsymmetrie wird auf natirliche Weise als die Invarianz der
rafo Lagrangedichte unter einer lokalen Eichtransformation ausgedriickt: l‘P(x“) - P (x®) = la XM ‘P(x“)|... (1)

£, ist nicht Ly =iPy*9,¥ —mPY ... (2) > L} = iP'v*9,¥' — mP'Y’ g

invariant bei L) = ie X PyHg, (e W) — meF NPl P = g~ iaxPyk ((6 e“X)Y + e'ixg ‘P) - mPy

lokalen Eich- £}, = ie~ X Py#(iq(d,x)e" XV + e'9%9, 1}’) mPY = —eFxPyhq(a,x )Y + (e N Pyt el29, ¥ — mPY

frafos Ly = l‘{"y"a“‘l’ - mPyY — q‘{"y“( #)()‘{r’ :> |LD =Lp— q‘%’y"(au)()‘ﬂ ...(2) ... nicht invariant bei lokaler Phasentrafo
Eichinvar- The Eichinvarianz kann wiederhergestellt werden durch Ersetzung von 9, mit der kovarianten Ableitung D,,:

jante Lagran- |0y 2 D, =0, + iun| ... (3) mit A, als neuem Eichfeld das transformiert als |Au A, =4, BM)(| . (4)

fj:’;ﬂ:;eliz (2)(3) = Lipy = iBYAD,W — mPW 2 £, = iByH (D, + iqd, )W — mPW = (Pyd, W — qByHA,Y — mPY =
Fermion Liny = ‘T’(iy"au -m)¥ — q‘T’y“AM‘P| ..(5) (:23 |Lim, =L, — q‘T’y“‘PAM|... (6) Wechselwirkung Fermion mit Photon

1 1 w’ 1 1 (2) ’ w w’ ’ ! (1)
1L,y ist invar- Ling =Lp —q¥'yHAY' = Lin, = Lp — qWYu(au(i())ql —q¥yrAY =
iant bei Eich- £} = £, — qPy*(9,x)¥ — qe " Pyt A, Y = L] = L, — qPy*(9, ){)‘P qPy* (A, — 0, x)¥
transformat. | , = = =
Lmv =Lp— W@mﬁ - qLI-’y‘“AuLIJ + W =Lp— quy#lPA 2 Lmv = Liny
Weil auch F#VF,, invariant unter der Transformation A, — A, = A, — 0, x ist, kénnen wir den gesamten QED Lagrangian, der
die Felder fiir das Elektron (mit ¢ = —e), das masselose Photon, und die WW zwischen den beiden beschreibt, anschreiben:
Logp = iPY9,¥ — m,PY + ePyrWA, — ~FWE, |mit j* = —ePyry =
LQED kinetic term electron potential term Kkinetic term
electron mass term e~y interaction photon
Logp = iPy*0,¥ — m,PY — j#4, — —F" =Ly +Lgy
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Eichsymmetrie der QCD, Transformationsverhalten des Gluonfeldes

Quarks sind Spin-%-Teilchen, die eine Farbe tragen. Daher miissen sie mit (vierkomponentigen) Spinorenfeldern W(x%)
beschrieben werden, die zusétzlich noch einen Farbindex c tragen, der drei Werte annehmen kann (r, g, b): ¥, (x%)

Jede SU(3)-Transformation g(x%) kann mit den Generatoren t, = %ﬁa (a = 1...8) beschrieben werden:

SU(3)rar
Eichtrafo Y. (x*) - Pi(x%) = (e“g(xa)ata)cr, Y. (x%) Der Farbindex ¢ wird meist nicht explizit angeschrieben:

Y(x®) » P (x?) = eP0Data Px®) = g(x®) P(x)|..(1)

wirkt auf ¢ wirkt auf ¢

Geometrie . « « @Y - .
lokaler Eich Sei ¥, = W(x*) und ¥, = W(x* + dx*) ein infinitesimal naher Nachbarvektor. ¥; und W, erfahren unterschiedliche Eich-
symmetrie transformationen: ¥; » W] = g(x*) ¥; ... 2a) und ¥, » ¥; = g(x* + dx*) ¥, ... (2b)
Inf. Parallel- {Wir fiihren die (infinitesimale) Parallelverschiebung von ¥; zu ¥, ein, die durch eine Eichtransformation nicht gestért werden

verschiebung

soll: ¥, = (1 — i A*(x*) dx,, )¥; mit A* = alit, (Matrix € SU(3))

[Transforma-
tionsver-
halten des
Gluonfeldes

Eichtrafo und Parallelverschiebung sollen vertauschen: (1 At dx )
m

—_—

Zuerst Eichtrafo W, —» W, und dann Parallelverschiebung von ¥; zu ¥, ¥ (0 ¥p(x + dx)
soll dasselbe ergeben, wie zuerst Parallelverschiebung von ¥, zu ¥,, lg(x) l g(x +dx)
und dann Eichtrafo ¥, - ¥;.
W] W, d

1(x) (1 _ ic/l"‘dxﬂ) 2 (x + dx)
Daher Ansatz:

1 (2a)

(1-iA*(xD) dx,) g(x®) P, = g(x* +dx®) (1 — i A*(x) dx, )V, =

(1 - i AM(x®) dx,)¥; = g(x® + dx®) (1 — i A*(x*) dx, )W | g(x® + dx®) = g(x*) + @dxu
Xu

(1-iA*(x")dx,)¥] = (g(x“) + aif) dx”) (1-iA*(x®) dx,)¥,

(1 - i A*(x®) dx, )W) = g(xM) W, —i g(x®) A*(x%) dx, ¥ + agixu) dx, W, +0(dx?)| ¥, = g1 (x*) W]
— m
lp’l
(1= i A () dx, )W) = W] — i g(x®) A (x) dx, g (x) W] + 282 gy, g1 (x ) W]

dxy
(1-i A (x")dx,)¥; = (1 —ig(x®) A*(x*) dx, g7 (x) + %ﬂ)dxu g‘l(x"‘)) y
Xu

—i A (x*)dx, = —ig(x®) A*(x*) dx, g7 (x*) + %xa)dx# g (x| :dx,
n

() = —i () AR () g (1) + LD g ()
u

i

AT () = B A () g () 1 255 (1)

98 -1 9 o1y _ o987 _ -1
2,8 Ton, 88 )85 -="90,8
1

N —
0

AM(x*) = g(x M) A*(x) g7 (x) — i g(x*) 9, 87 (x%)
AM(x*) = g(x M) A*(x9) g7 (x) — i g(x*) 9,87 (x%)

A7) = gax®) (A*(x®) = i0,) g7 (x)] . (3) mit A (x¥) = AL (x ) t,

Nicht abelsch

[ (), A ()] = L AL (x) AR () [, 6] = (2 A% (x) AD(x) funet,

Gluonischer Feldstdrketensor

Parallel-
verschiebung

Die Parallelverschiebung langs eines Pfades c,f von x* nach y* kann aus infinitesimalen Verschiebungen zusammengesetzt

werden, wobei auf die Reihenfolge zu achten ist. €} = {s*(t) |0 < t < 1,s#(0) = x#,s#(1) = y*}

0 i T 1 05 (22) (5, ) (52) ) = 0o
As

Entwicklung von (1) bis O(dx?) ergibt: UFT9* =1 — i A*(x%) dx, — éav AH(x) dx, dx, — i (c/l“(x"‘) dx#)2 .. 2a)

Wegen Unitaritdt U™" = UT ergibtsich: Ufy g, = 1 + i A*(x®) dx, + %0" AH(x*) dx,dx, — % (A*(x) dxu)Z ..(2b)

Gluonischer
Feldstarke-
tensor durch
Stokes

Kurvenintegral Gber (infinitesimale) geschlossene Flache Cr = Fluss durch (infinitesimale) Flache F
gSCTﬂ” dst = f? (0#AY — 0V A*) dx, dy, = ff FHdx, dy,

T+dy z+dz +dy d dx+d (2ab)
] Ui = §+dyU;:a3+dyU;:d;+ TP = .
1 ¥ =1-idx,dy, (0" A" (x*) = 8” A*(x) + i[A*(x%), A’ (xV)]) =
. T .4 Feldstdrketensor: |T"V(x"‘) =0* AV (x*) — 0¥ A*(x) + i[A*(x*), A (x*)] | mit FA = %Fauvta =

Y (%) = 08 AY(x) = 0" ALG) = fope AL AL)| a=1..8

Transformationsverhalten: F'*¥ = g(x) F*' g (x)
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Lagrangedichte der QCD

Eichanteil

Spr(FHVF,,) ist Lorentz-invariant und eichinvariant, weil Spp(F'#VFy,) = Spr(g(x) F-g=(x) g(x) Fp g1 (x)) =
Spr (2720 8@ F*'Fyy) = Spr(F* ), und Spp(ta, ) = 3 8ap:

2 2 1 2 1
Spr(F“F) = 7 iy Spp(tasty) = oo BAFS 80y = 5 FAFL.
2
Wir definieren als Lagrangedichte des Gluonfeldes A*: L., = —%Iiﬁ,Faﬂv = —%%%Spp(?’”vfw) (D

Diracanteil

Transformationsverhalten der Feldableitungen ist kompliziert:
9" W(x) > 0" W' (x) = 9" (g(x) Y(x)) = (0" g(x)) P (x) + g(x) 8" ¥(x)

kommt dazu einfache Trafo

Die kovariante Ableitung hat aber dasselbe Transformationsverhalten wie das Feld:
D W(x) > (D*¥(x))' = (8" +iAM)(g(x) ¥(x)) = - = g(x) (D* ¥(x)) = D* - g(x) D¥g™*(x)

Somit: [ Lpirge = ihcPY*D,W — mc?PY = cP(ihy#D, — mc)¥|...(2)

—_—
kinetischer Massen
Term term

Gesamt QCD

_ _ ar 1D 2w 1rapw
Loco = Lpirac + Lgicn = ihePy*D,¥ —mc*PY — ~FLF,
-k .
kinetischer Massen WW-Terme
Term term 9973949

o 1 _ = g 1g°
Loco= P(ihcy,d* —mc?) W - (9*AY — 0V AL (9,45 — 0,AL) - GePy,uta VAL + 7 func(9uA9)ALAY -5 5 func ApAs faac ALAY

g

e

g N )
W )\' 2 Ty §

Bewegungsgleichungen der QCD

Euler-Lagrange mit Variation nach ¥ ergibt die Diracgleichung: ~Da das Quarkfeld ¥ einen Diracindex i € {1,2,3,4} und einen

Dirac-
. oL L - - (nicht dargestelltem) Farbindex ¢ € {r, g, b} besitzt, handelt
leich a( QCE)—QED=0=> hy, 0" — gy, A"t, — mc)¥ = 0 9 '

pleichung #\o(a,¥) ov |(l Yu Yy Aate —me) | es sich eigentlich um 12 Gleichungen!

Variiert man nach einer der acht Komponenten des Gluonfeldes erhdlt man verallgemeinerte Maxwellgleichungen

ar z — 7
Vera“giml 9 (a(afjﬁ)) — IR =0= = cgWy,tY = T fancAVRy =  0'Fpe =0
Maxwell-Gl. a a “Quark— —Gmon=—  auch Glwonfeld
Farbstrom Farbstrom ist Quelle
Quarkstrom  iDie Quarkstromdichte ji = cg‘@yﬂta‘}’ ist keine ErhaltungsgroRe, erhalten ist vielmehr: J§ = cg'@yﬂta‘{’ - EfabcAZFfu
- - 7" 7"
Gluonstrom Quark— Gluon—
Farbstrom Farbstrom
Farbeinschluss
. Farbige Objekte sind nur in farblosen Singulett-Zustdnden zu finden. Kein Objekt mit einer Farbe ungleich Null kann sich als

Farbein- . . . oo . L . . .
kchiuss- freies Teilchen ausbreiten. Daher sehen wir niemals freie Quarks. Sie sind nur in gebundenen, farblosen Zustéanden zu finden.

Gluonen, die farbig sind, sind auch in farblosen Objekten ,eingesperrt”. Deshalb kénnen sich Gluonen nicht tiber
Hypothese . .

makroskopische Entfernungen ausbreiten.
Farblos Nur wenn [§ = Y¢ = 0, ist ein Zustand farblos. Das ist nur bei Farb-Singulett-Zustanden der Fall.

gg Interaktion
dreifach und
vierfach
Gluonen-
Vertices

9 9 9 9 ¢ Virtuelle Gluonen tra- g
. gen Farbe und wech- @
9 selwirken miteinander: - =
Es entstehen Fluss-
9 e 0 L ? ischlduche 3

Die im Feld gespeicherte Energie ist proportional zum Abstand mit 1GeV /fm! Das sind 105N zwischen 2 freien Quarks!

Hadronische

Die Farbeinschluss-Hypothese impliziert, dass alle Hadronen (gebundene Quark-Zusténde) farblos sind, d.h. einen farblosen,
Singulett-Farbzustand haben. Dies schrankt die moglichen Quark-Kombinationen stark ein.

nen-Zustand

Zustande Nicht zu verwechseln: (Einzel-)Gluon-Zusténde dirfen keine (farblosen) Singulett-Farbzustande sein. Alle freien
(beobachtbaren) farbigen Objekte miissen gebundene (farblose) Singulett-Farbzustéande sein
Bei einem Prozess wie ete™ — qq werden zwei Quarks erzeugt, die in entgegen-

Hadroni- gesetzte Richtung auseinanderfliegen. Wenn sie sich trennen, wird das Farbfeld auf

cierun §einen Flussschlauch beschrankt. Wenn die im Farbfeld gespeicherte Energie

e ‘ausreicht, bricht der Schlauch in kleinere "Strings" auf, wodurch neue qg-Paare

entstehen. Dadurch entsteht ein Jet von Hadronen (gebundene Quark-Zustande).

erlaubter Der einzig mégliche Singulett-Farbzustand fiir () Mesonen ist 1

qq Mesonen- — _ 1 = - 7 @

- stand §c(q) = 5 (Ir7) + 19g) + |bb)) I/

bot

\(;Zrlvcl)esegr?;n— Es gibt keine Singulett-Farb-Wellenfunktion fiir (qq)-Kombinationen,
daher gibt es keine gg Mesonen.

Zustand

gggué):;ro_ Der einzige total antisymmetrische Singulett-Farbzustand fir gqgg-Mesonen 3Q3®3 = (6 @ 3,)®3 = 6,03 @ 3,03 =

ist £.(q9q) = 7z (Irgb) — |grb) + |gbr) — |bgr) — |rbg) + |brg)) (105 @ 8ys5) ® (Bua ® 1)

andere
Baryonen

Ein anderer moglicher Zustand ist das Antibaryon (qqq). Pentaquark Zustinde (qqqqq) wurden 2015 und 2019 vom LHCb im
CERN beobachtet. Im Prinzip kénnten auch andere Kombinationen von (qq) und (qqq) existieren.
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Gleitende Kopplungskonstante

\r-q
\ Gluon
t

"""" o(0) = 1.0/137.036
— QED
Die Kopplungskonstante der QED bei niedrigen Energien ist klein (a~1/137). Daher 0,008
liefern Berechnungen erster Ordnung bereits gute Ergebnisse, und die <
QED Storungstheorie funktioniert gut. Es muss jedoch bericksichtigt werden, dass in g _+
der QED a nicht konstant ist, sondern bei hoheren Energien groRer wird T
("gleitende Kopplungskonstante").
0.007
1 10 107 G/ GaV
0.5_
| Tau decay
Die Kopplungskonstante der QCD bei niedrigen Energien ist groR (a;~1). Daher 04y ’ :Z:;y“:':‘::;";a“emg
sind Berechnungen erster Ordnung nicht ausreichend, und die Stérungstheorie o + ete Anninilation
acd funktioniert nicht. Es muss jedoch beachtet werden, dass in der QCD a; nicht lg,, os
konstant ist, sondern bei hoheren Energien kleiner wird ("laufende i
Kopplungskonstante"), so dass die Stérungstheorie im Hochenergiebereich 0‘2;
verwendet werden kann. o] —
1 10 107 G/ GeV
A isch
Frs;:gtotlsc € Ab |q| > 100GeV kénnen Quarks kénnen als quasifreie Teilchen behandelt werden. Stérungstheorie kann verwendet werden.
Flr starke StoRe oder kleine Abstande geht die von Gluonen vermittelte WW gegen null. Nach Stérungstheorie ergibt sich fir
kleine Abstande (< 0,1 fm) fur die WW zwischen Quarks und Antiquarks ein Coulombpotential (Abb. 1). Eine detaillierte
Behandlung zeigt aber, dass die Selbst-WW der Gluonen eine wichtige Rolle Spielt (Abb. 2ab). Dies fiihrt in unkorrigierter
Rechnung zu divergenten Werten. Konsistente Beschreibung ist nur moglich, wenn man eine Abhangigkeit der
Farbeinheitsladung g von der Stérke der StoRe zwischen den Farbladungen q*q, = g? einfiihrt: g = g(q?) q? ist hier die
. Impulsanderung infolge eines StoRRes. Dies kann am besten mit der starken Feinstrukturkonstante ausgedriickt werden:
[Asymptotische () i
o 2 _ 9 (%) _ n : — . ~ ¥ i i
Freiheit a,(q%) = am - (33-2m,) In(@/AD) mit e = 6 ... Zahl der Quark-Flavors. A ~ 200 MeV muss Uber das Experiment bestimmt
werden und ist die einzige Dimensionsbehaftete GroRe in der QCD. Fiir die asymptotische Freiheit ist das Vorzeichen von
33 — 2ny wichtig. QCD: 33 — 2n = 33 — 2+ 6 > 0... asymptotische Freiheit. Anschauung: In der QED schirmt die
Polarisationswolke aus Positronen die nackte Ladung ab; je ndher man der zentralen Ladung kommt, umso groRer wird die
messbare Ladung. In der QCD bewirken Quark / Antiquarkpaare dasselbe, dem wirken aber die Gluonen entgegen, die die
zentrale Ladung verstarken. Bei n; = 6 < 16 berwiegt die Wirkung der Gluonen.
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Quark '\ / g
J m o farbneutrales Ghion

SR - g q q o Photon o farbnegatives Gluon
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Eigenschaften von Gamma-Matritzen y*
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Gamma B _1 N _1 N = Algebra
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Darstellung) 3 _ =1\ 5 ;0,123 _ 1 0H?=—1 ¥®)*=1
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