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Abweichende Konvention zur Fouriertransformation im Teil ,,Statistische Physik 11“:

Fouriertransformation (ortlich)

i~ —_(® +ikx
Ortsraum— k-Raum ) = f—°° y(Je dx

Ricktransformation
k-Raum — Ortsraum

ye) = - [7, y(k) e de

Fouriertransformation (zeitlich) J(w) = ffomy(f) o+t Jt

Zeitdarstellung— Frequenzdarstellung

Rucktransformation
Frequenzdarstellung — Zeitdarstellung

y(®) = - [ Fw) e dw

Transport und Kinetik

Kor.1tinuit'aits— Eine r.éur.nlich und zeitlich Yariierende Dichte g(t), ifg(?, Od¥r=0" erf.UIIt. qie ' o) _ Vf )
gleichungen die mit einer ErhaltungsgroBe verbunden ist... at Kontinuitatsgleichung... ot 9
Fick'sches Gesetz ion _ =, - o |Fouriergesetz i ot <. - _ o |Viskositatsgesetz a(mu) _ d{uy)
(Teilchenerhaltg.) ‘ot —Vj;j=—DVn (Energieerh.) (P — Vigi Jo = —#VT (Impulserhaltung) ™ "ot Va T2y = N7,

1-Teilchen Vertei-
lungsfunktion

[Pt = X, GRS ) 5(3)(ﬁ -B))=N f PPy, ooy Ty Brs s Bys ) d3W-1y d3(N71)P

2-Teilchen Vertei-
lungsfunktion

foFo 7 BB, t) = NIN = 1) [ p(#y, oo, Py Brs oo, By, ) V27 @3 0-2p =
(N =1) f1(,P1,t) = [ (1,75, 51,5, t) dPr, dp,

s-Teilchen Vertei-

S 5 S __m > 5 > 3(N-5s),. 43(N-s)
lungsfunktion [ s T Brs o B ©) = G J PG oo T P s B ) d rd*"=p
Liouville- - s o N _wN (9H @ 9H 8 _ _ Hamil- B2 -
Gleichung PG e o i ) = i (G55 = 5557) = U0} = =10 | =gl (B4 VD) + 21 Do U

f)
(_ + L(S))f = =Y [ lise1for1 @754 @3psiq . N gekoppelte BWGL

L W) _yN (Fid _ v AUF=7) @ _ 1(s) . 1(N=5) s N s ... beobachtete Teilchen
Liouville-Operator L i=1 (m ar; o7y ap) 121>‘ o7, op; =Lo+L + E‘=1Z/=5+1 L N-s ... nicht beobacht. Teilchen
9 3(N-5) J3(N=5)y — _ ) 3(N-5).. 73(N-s)
a:fs_(N s)'Ia:p(rpt)d rd p= (N- s)'fL p(rpt)d rd p
? _ -
Efs = (N s)' (L(S) + L(v-9) +38 12; ot ij)p (r ?, t) d3W=9 @3N=)p
BBGKY Hierarchie Efs 0 ((N S)pr(r D, t) d3(N=5)y @3N~ S)p) o s)Yf(L(N D4 ys, Z] oot U)p(r P, t) d3W-9)p g3W-9)p
Ef; - _ (s)fs _ (N_S)!f(2i=1 Z].=S+1 ij) p (LE' )d3(N )y 3N~ s)p

Erste BWGL
(Boltzmanngl.)

E] 2 ov 3 ]
(6t + %6_& o ap )fl(Tl.ppf) = [y (P, 7 B o ) A, dp, = =2 — {H,, fi} = (A)CO”

[ \7 =222 2 = 2 = = =2 > ’ ’
(%)w” = Nin = Nowe = f[fZ(Tr 7,91, 02) w(B1, B3 10, B2) — L7, 7,0, 82) W(p,pz|p1,)02)] 3p, d®p; d®p;

=1 ﬁ/

w1, 521D, B2) = w(p, B |81, B2) = = fw(ﬁ' B21P1, P2) [ (P 7,81, 82) — (7.7, 1, 5,)] d°p, d°py dpy

(32
ot / coll

Boltzmannscher
StoRzahlansatz

Vernachlassigung der Kor-

relationen vor dem StoR fo(.7, 51, B2 1) = 17 B1, ) A1, P 1) =

Boltzmanngl. mit 9 P10 v a o o _ s a1 oy R o o 5 o P 3 3.0 g3
StoRzahlansatz (at + mar 9795 1) f(F, By, t) = fW(p1:p2|P1»P2) [AG B A 52) — f1(F.B) f1(F, B)] d°p, d°p1d°p;
RN RN sM(t) Warme- 5 TreniTik 2 . ar
H-Theorem H(t) = ff1(7"1:171't) ln(fl(rl'pl't))d3r1d3p1 =- kg = E <0 Ieltfahlgk K= E"-’el"% Strom ]Q'x = —Ka
Lokale Gleichge- CBED s o entspr. lokal Maxwell-Boltz{Maxwell-Boltz-
(0 B0z (F-muUF1))? 5 > =BtV
wichtsverteilung @B, 0=, t)( ) e am PTTHT mann-Verteilung plus Drift |mann Verteilung: fi(7,p) = ne (2’" )
(0) (0) 0)
(0) _ s O dafi _ (£ (1) d(f1 +5f1) _ 3(f1 +5f1) ar! _
fi= K48 ()= 8f= £ P=(F) == e
o a(®esn) _ rasny | asn ar® _ (a8 31D a0 of®  ar®ar  or®ap _ A0
R?Laxatlonszelt— dat - (?)a,” 2 ~ 0= = ( at )call M e T e o oF dr | 9B dt  trel rel
naherung 9, dFfd | dB 3\ ,(0) _ (0) 0 df @ | dp 9\ p(0)|dF _ - dp _ 2
vt st A =R = = A (Gt G ) RO =0 = T
_ 0) _ av () a p o v a )
fl_f1 _Trel( +17—+F )fl | __VV__;:fl_ﬁ Trel(at+mar 53_15)/‘1
Erwartungswert (A) = %fff_mm Af, d3p 2.B.: (v,) = ;fff_o; v f; d3p
Teilchenstrom- o 3 _ o 3 o 3 _ o 3
tichto Richtungx N) = L fid®pdxdydz = [[7 fid*pdxdA = [|7, fidpv,dtdA = Iy = () = [, vfy dp

Stromdichte von
A Richtung x

Sy I ) 3 _ 1 3. iAchtung! Wenn A = p (Impulsstromdichte),
(iax) = ndAv) nnfﬂ-wAv"fld p mfﬂ-wAp"fld p dann Faktor 2 (Impulstbertrag)

Imp.Stromdichte

g = 2n{p;v;) = Zn%fﬂ_to pivifi d’p = Zifff:)pipjfl d3p
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Stochastische Prozesse

Random Walk
Verteilungs-
funktion in 1D

(1)
=

p=1/2

Anzahl Schritte: M = m; +m, ...
Abw. von Mitte:m = m, —m; ...

@Y ((W+@)/2
@ ——m=

_ m+M

wm, M) = (0 "1 = p)™|

- (3)

wom 0 = () ()" ()" = (1) ()" =

' ey () = [y ()

M (i) M!
myl(M-my)! (E) - (me)‘(M . >

(m) = 2(m,) =M = 2Mp — M = 0; (m*) = M = \[(m?) = VM

Verbundwahrsch. iw,, (x, ty; ...; X, t,) = (8(x; — X(t1)) ... 8(x,, — X(¢,,))) Wahrsch., dass fiir stoch. Var. X(t) gilt: X(t,)=x,, X(t,)=x,, ...
Reduz. Verbundw w,,_; (31, t1; s X1, tn_q) = [ W (g, by s X, ) dXy,
Transferwahrsch. iw, (xq,ty; ...; Xp, t,) = Py, 611, ty5 s X g, tn 1) W1 (X4, t15 oo s X1, Eyq)

Purely Random

P(x,, b |1, t1; oons Xp—1, tr—q) = P(xy, t,) |Markov-Prozess: P(x,, t,|Xy, t1; ove; X1, tr—q) = P(n, t|Xn_1, E0_1)

Ubergangsmatrix
Matrix-Prozess

= (p(Anv tTL |A7l—l' tn—l) p(Anr tTL |BTL—1' tn—l))

S ... Startvektor
7o S b)) = ZTMKE 2
DB tyldn 1, tn) PGBy, tylBy gty ) PEn tnlSnio fnid)

Z ... Zielvektor

Gleichgewichts-
verteilg Markov

7 = limy_,,, M* ((1)) = limy_,, M* (0) alternativ: Lése EWGL M7 = 17, d.h. finde EV 77, fUrEW A = 1

Langevin-Kraft

1
F(t) =E,(t)+ my v(t) + mAE&(t) wobei(&(t)) = 0 (ungerichtet) und (§(t) (t")) = 8(t — t') (unkorreliert)

extern stochastisch

|1'7(t) =—yv(t)+ A E_| = v(t) +yv(t) = AE(t) ... (1) Homogene Lsg: vy = voe ¥t ... (2)

reen ( )
Greensche Funktion: %(at +y)v(t) =&@) ...(3) G:> % (0, +7) G(t) & 8(t) Ansatz: G(t) = c(t) e YE...(4) ;

I(-Sa:ggci\ﬂ:g i(c'(t) e —yc®) e +yc)e)=8(t) = c(t) e "=A8(t) = c(t)=4 ft: 8(t) dt=0(t) g G(t) =A6(t)e™].(5)
Partikulariésung mit Green: vp(t) = f_mm Gt—-1)é()dr E A fot e 7D E(7) dr ... (6)
Gesamtlésung: v(t) = vy (t) + vp(t) ﬂg ‘v(t) =vee "'+ A fot e 7D £(7) d‘[‘
(w(®)) (0(0)) = (vpe ") + Al e 7 E() dr) = voe ™ + A [} eV EIE@) da| (£(0)=0 = [(v(D) = vge
w@®v)) = ((voe‘yt +4 fot e "t £(7) d‘[) (voe‘yt’ + 4 fot’ e =) g(z") dr’))
WO V() = (wEe ey + (A2 [Le VD ey dr [ e €Ty dr') +
(voe™"*A fooo e ") E(r) dT') + (vee ' A fot e YD £(1) dr)
WO V(") = vge V) 4 42 £ [ e v (=) er =D (e (1) £(0)) d’ d +
voe A [ eV TNE)) AT+ voe A [} e TEI(E (D) dr[((0) = 03 (6(0) £(2) = B(x — 7))
w@®)v(th) = vée‘y(t”’) + A? fot fot’ e V(=) e=rt=D §(z — ') dr’ dT|Ann: t > t': dr-Integral mit § auflésen 7 — 7’
w) v(t")) W@ v(t")) = v2e () 4 42 fot, e V&= v(t=7) go' = p2ev(t+t) 4 42 fot’ evt e¥T e vter g’
w® v(t")) = ,Uge—y(tﬂf') + AZev(t+t!) fot, et q¢' = vge—y(t+t') + AZev(t+t)) %ezw'lg
W(©) v(t") = v2e V) 4 f2e vte vt % (et —1) = v2er(eHt) 4 AZ%(e‘V“W' — et
W(®) v(t")) = v2e () 4 ﬁ (e—y(r—t’) — e v(t+t))
@) v)) = (Uo —;) ‘V(”tl) +—e‘7(t ) |fir ¢ > t', analog:
@) v(t)) = (vo —;) e(t+t) +—e‘V|f Ulfar e <t
w2 (©) @2 ©) = WO v(O) = (v§ —5) 70 + L0 = (v~ )+ L5\ w2(0) L

Fluktuations-Diss-
ipations-Theorem

A? ... Beschleunigungsfluktuationen

mA() _
2 2ykpT /m ... dissipative Kraft (Reibung)

kpT A? 2ykpT
L= ms = kT = |42 =L

Gleichverteilungssatz:
2 2y m

|X(t) =v(X(),t) + a(X(t),t) f(t)| Erste Ordnung, entspricht Markov-Prozess (kann sich an einen Schritt erinnern)

AW (t;),dW (t;)

Ito-Prozess

&(t) stochastisch, (£(t)) = 0; (£(t) é(t")) = 8(t —t") = generiert Wiener Prozess.

AX() = X(& + A0 = X (&) = X&) = [T X(s) ds

AX(t) = [ vX sy ds + [ +M0(X $)¢(s)ds =~ v(X, t) At + o(X,t) [ () ds =
Wiener [AX(t) ~ vX, t) At + o (X, t) AW(e)]... (1) mit = [T e dss AW () = [[TE@) ds =
Inkrement ‘*“f‘l*“(g( )f(s’))ds ds' =

(AW(t)AW(t )) ft +Atftj.]+m -
dt; dW = Vat...(3)

(D :> |dX(t) =v(X,t)dt + a(X,t) dW(t) & v(X,t)dt + (X, t) \/E‘
AW ... gauBverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert 0 und Varianz At

s dsds' =5 " T g 2 8At .. (2)

(aiw)2 = limayaw (AW (D) AW(0) 2 dt = [aw? =

Ito’s Lemma

Gegeben SDG: dX(t) = v(X,t) dt + o(X,t) dW(t) ... (1) Neue Variable: Y = f(x) =
Y(+dt)=Y(®)+dY(t) =Y(@) + f'(X)dX + %f"(X) dX* = dy(t) = f/(X)dX + %f”(X) ax? s
av(t) = f'(X) (vt + o dW) + 2 £ (X) dX?|dX? = v2 dt* + vo dtdW + o” dW” = o” dt

dy(®) = f'(X) (vde + o dW) + % F7(X)o?dt

dr () = (f'(x) v(X,6) + 37 (X) (X, t)) dt + f'(X) o (X, £) dW

v g

Neue SDG:
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Gegeben SDG (Ito-Prozess): X(t) = v(X(t),t) + c(X(t),t) &(t) =

Uberfiihren in part. DGL fir Wahrscheinlichkeitsverteilung w(X, t) = |—

=——(vw)+——(a w)|

Fockker-Planck- at 209x2
. n
Gleichung folgt aus Kramers-Moyal Expansion ‘;—‘:’ =y, (— %) (D,,w) mit Sprungmomenten D,, = limﬁog%
und Pawula-Theorem D,, = 0V n > 2 = D, = v(X(t),t) ... Drift-Term; D, = %az ... Diffusions-Term
— _ 2
Sprungmomente iD; = v(X(t),t) = lim,, (w) ... Drift-Term; D, = %02 = %limHO (w) ... Diffusions-Term

Diffussionskonst.

Maxwell-
Boltzmann
Verteilung mit
Fokker-Planck-
Gleichung
herleiten

— _ i (x2(1)

D = D,.Wenn (X(t)) = 0dann D = lim,_ o

A _ . Low 9 102 . 5 ow _ oww) , A*3*w| ., _ 2vkpT
Langevin v(t) =—yv(t)+ éf(t) einsetzenin —= = —— vw)+ S ox? (o?w) = ==Y T 592 A% = -

X v
ow _ a(vw) kaTa w 5_ _ d(WWeo) |, YkpT 0%weo _ a ( anw)
o=V o + P ~ statische Lsg. == 0=>y—av + P —0=>ya VW + o =0=
VW +Mw’ = C nurlosbar fur € = 0 = vw,, + — kBTaW‘” =0= kBT Oweo _ —VWy =
m av m v

Weo — _ ™y = L dw,, = — 2 vdy = f—dw —fvdv =In(we) = —2ip2 =
ov kgT Woo kT Woo kpT 2

_mo? 2
= w,=ce T =

o M o _mw?
e BT =1 =|w, = [——e 2ksT
- 2mkpT

_m?
Wy, = e 2kBT

Charakteristische
Funktion (CF)

Die charakteristische Funktion c(k) ist die FT der Wahrscheinlichkeitsdichte w(X): ‘C(k) = f_i w(X) etikX dX‘

Die Wahrscheinlichkeitsdichte w(X) ist die Riicktransformation der char. Fkt. c(k): ‘W(X) = ifj; c(k) e ** dk ‘

Isserlis: {(x*(t))
aus Charakter-
istischer Funktion
bzw. aus
Green-Funktion

c(k) = [ w) e dX = [ w() Tio S dx = ¥, U5 (7 xmw(x) dX =
C00) = Tiizg U9 (M LA () = 0= (k) = Titeg et (X2 () = coe™ = ¢ Bimy %

Beim gedadmpften harmonischen Oszillator mit stochastischer treibender Kraft: ¥ + y% + w3x = AE(t)

2

Y
Stationare Lésung mit Green: x(t) = f_tm G(t — 7) &(7) dt mit G(At) = de 2% sin(w, At) /w, und 4w? = 4w2 —y

(x7my =22 (1t G2t —1) dr)" v = (o) = 0 G2 (e + ) dt’)n =
@)t (o N @n)t /oo now A
(X2 = ([ G2 (e + t) dt) |t =1 -t = X¥) =20 ([" G () dr)" mit [ @G dr =31

Lineare Antworttheorie (Linear Response Theory)

Grundlagen

Eine Responsefunktion y(t,t") beschreibt tiber ein Faltungsintegral, wie sich eine SystemgréRe x(t) nach einer Stérung
s(t") entwickelt: x(t) = ffom)((t, t')s(t") dt’. Aufgrund Kausalitat muss gelten: y(t,t') = 0(t —t") f(¢,t")

D.h.: Die Stérung s(t") kann auf x(t) immer nur Auswirkungen fir Zeitpunkte t > t' haben =

x(t) = fjow ot —t) f(tt)s(tHdt = f_tm f(t,t")s(t’) dt’. Annahme: Das System ist Anfangs im Gleichgewicht.
Dann gilt: Wie sich der Wert der Stérung s(t') auf die SystemgréRe x(t) zum Zeitpunkt t = t" auswirkt, hdngt nur von
der Zeitdifferenz At = t —t' > 0 ab: y(¢t,t") = y(t — t") = y(At). Es gilt (Kausalitat): y(At) =0V At <0

Beweis: Keine
Residuen in
oberer
Halbebene

Sei At < 0...(1). Dann gilt wegen Kausalitat: y(At) = 0...(2)

Fourierriicktrafo: y(At) & x(t) = if_t;?(w) e~ dy e o 1@ el g @ 0
Residuensatz: Integration Gber oberen Halbkreis (OHK) harmlos, we|l

1My o0 Sy £(@) et de = limyp )0 Jou X() etRe(@+im@)Itl g, =

. ~ i — 1 © i ~ :
M0 20 €1 €M iy = 0= (6) = (7, 2(@) 7% oo+ f 7(@) € d) = 040

=20.

2.B. dielektrische
Polarisation

P(t) = f:o)(e(t — t")E(t") dt’ Im Frequenzraum lineare Beziehung: P(w) = 7. (w) E(w)

Lorentz-Modell
fur lineare
dielektrische
Suzeptibilitat

i+yx+ wix = —E = jeden Term ausdriicken als Riicktransformation aus dem Frequenzraum

Zirg% x(w) e ot gy + Z_Ef yx(w) e tt gy + f w? x(w) et gy = ;J‘_ —E(w) e~ it doy
% L E(w)e ™ dw +- f y (@) et dow + f wE ¥(w) e @t dw = ;f_m E(w) et dw
f_wx(w)ﬁ et doy + f_myx(w) Ee_L"’t do+ [7 wit(w)e ™ do = %f_‘*’m F(w) e do

f:oa?(w) (—we @ dw + [7 y #(w) (iw)e @ dw + [* wiF(w) e dw = %f_z E(w)e ' dw
#(w) (—wHe @ + y #(w) (—iw)e ™ + wi #(w) et = %E(w) g lwt

—w? %(w) — ivy ¥(0) + w3 #(w) = ¥(w) (Wi — w? — iwy) = iE?(a)) = #(w) = —m mz lmyE(ou) (D
P(w) = ne =) 2 P(@) = o F0) . (2) 7(@) = 522 |pw) =2 | ()

1 (w§-wH)+ivy _ ne? (wj- 2)+lwy dor .o
Hw) = (wo Py ol prn z)ﬂ.wy e r(w) +ifi(w) =
e’ (w§-w?) wy
Tr(w) =— ™ @t rary? Ti(w) =— 7(0) )ty
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Reaktiver und
dissipativer Anteil

... reaktiver Anteil; ...dissipativer Anteil. Beweis:

Wenn x(t) € R:|fr(w) = () Jilw) = —%i(-w)
i(w) = f_i x() et dt = f_t)((t) (cos(wt) + isin(wt)) dt = f_i)((t) cos(wt) dt + i f_t x (@) sin(wt) dt =
(1) = 7,(~w) = [*, x(t) cos(—wt) dt = [ y(t) cos(wt) dt = 7,(w) m

(2) = 7i(—w) = [*_x(®) sin(—wt) dt = — [ x(®) sin(—wt) dt =— 7,(—w)

Tr(w) = f:o)((t) cos(wt) dt ...
(@) = [* x(®)sin(wt) dt ..

Wir betrachten die Funktion —gﬁc %dw’. Wenn 7(w) im Unendlichen schneller abfillt als l , dann gilt:
ECE (GO ¥(«") | o y(w") _ 1_
0= f 0 o' —(w— Ls) f—w (' w)+t£ dw | @ w=a => f © g+ie do' = 0| hmg_'o a+ie ? L7T8(0()

if_z (?X(w — i f(w") 5((1)) do' = f_&; (?2((”) m;{(w') 8(w’ —co)) dw' =0
E;T;\iir;::onig- i? foooo f’(,w )d(u f Fw")8(w' — a)) dow' =0 = fwa b {Cll )dw - Hw)=0=
(w)==P [ X 2o )d '= me ﬂX(w )d(u :>)(T(w) + L)(l(a)) = ?foo 771(”((0 (@) g —,
;zr<w>+zxi(w)=;a>fj;%dw'— 7 B gy o
@ =12 B g0 giw)=-1p " X X’(w)dw mit ® [ 290 47 = limp [7 L0 o
Verallgemeinerte |xBA<t — ) =00t — t)([A,(¢"), B,(O)]) = 1 6(t — ') ([A,(0), B, (¢ - t')po\

Suszeptibilitdt QM

Xxpa(t) = %e(t) ([KI(O) .ﬁz(t)])o mit ([Kl(t,) ’ El(t)])o £l Tr(Po [;&I(t,) , ﬁ[(t)]) Es gilt:

QM Fluktuations-
Dissipations-
theorem

Korrelationsfunktion CBA(t) = (A,(t)B,(t +t)), = (A,(0)B,(1))y = .
Suszeptibilitdt yp,(t) = ie(t) <[A1(O) , E[U)])o = %G(t) (A,(0)B,(t) — B,() A,(0)), = ée(t) (Cpa(t) — Cap(—1))o
Falls Cz, € R: Fluktuationen... Cgy(w) = %Im()ﬁm(w)) ...Dissipation fp4(w) = [)’fom (K,(t)L_O B, (1)), et dt

Klass. FT-Theorem

Fluktuationen...

Coa(w) = 2kpT | m(fg4(w)) ...Dissipation

Autokorrellations
funktion

Autokorrelationsfunktion ny(t) =(Y{)Y(+1t))
Geg.:DGLc; x(t +t") + ¢, x(t +t') = c3 &(t + t') Autokorrelationsfunktion C,., 16st homogene DGL fur At > 0 =

) _&2 .
(klassisch) 2.B.: Cy, = Cpe <’ Randbedingungen: C.(0) = (x2(0)); C,,(0) =0
Wiener-Chinchin pie zur Autokorrelationsfunktion Cyy (t) = (Y(t'), Y(t + t")) gehérige Fouriertransformation Cyy (@)
(Spektrale

Leistungsdichte)

~ . 2 ~
Cyy(w) = limTaoo% |fT Y(t) et dtl = limy_ % |Y-,(au)|2 (Wiener-Chinchin-Theorem)

Beispiel
Berechnung
Spektrale
Leistungsdichte
aus stochas-

£+ yk+ wfx = AY(L) [ = Ze't +yxe™t + wixet = AY(t)e™t| [ dt =

fT gel@tdt +y f'r xelt dt + w3 fT xelwtdt=A f'r g(t) elwt dt| fT A(t) et dt = Ap(w)

L+ 7L + 3% () = A& (w) ...() I, = f, xettdt e [ fg dt|f “xf=x9=eg=ive® =

1=fglr = [, fgdt=x(t) e“‘"|T —iw [ xe't dt| x(t) e"“’t|T ~ 0 (Randterm), [, xe'" dt = % (w)
o @ ~ _

L = ~iw%r (@) ..(2) = I — iy %r(w) + 0§ %r(w) = A& (@) ... (3)

y=J, xetde e [ fgdt| L f=dg =€ g =iwe =1, =fgly— [, fgdt

~

~

! ) ) . ) @
tischer DGL I, = x(c)elwf|T —iw [, xe' dt| x(t) etwt|r ~ 0 (Randterm), [ %e™‘dt = I, 2 i Zr(w) =
mittels 5 (3) . L 5 z
Wiener-Chinchin 2 = —0?*%p(@) ... (4) = — 0 %7 (0) — iyw %r(w) + 0§ %r(w) = A (0) = 2
Theorem (0§ — w? = iyw) f(r(w) = A& (W)||..|* = (0§ — 0?)? +y? o)X (0)|? = A2 (w)|” =
- ) ™ . - ()
% (w)|* = m |§T(w)| .(5) Wiener-Chinchin: Cyy (@) = limy_,q, % % (@)]? =
~ _ A2 i |§T(w)|2 _ A2 ~ - _ ~ _ a2
Crx(w) = mllmmm T = i e 5 Cee(@) | Cg (@) = 1 = | Cpe(w) = [
Green-Kubo o(w) = Zk Tf J,00)],(®D))ewt dt = Zk Tf c”(t)e""t dt o ...Leitfahigkeit, L ... Leiterlange, A ... Leiterquerschnitt
) i](t) + yl(t) =" E(D)|= I(w) = —ﬂﬁ(w) vgl. (@) = &(w) E(w)| =
Drude
F(w) =— Re(o(w)) = 7]/ Iwz = A%Q# mit Ry = n_eZZy AuBerdem gilt: 7;p(w) = AG(w)
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Maxwell-Relationen

S V] ]\7[‘ tjf;?k;f:atr;:::lftr Annahme: V=const. Bsp. (6_17) _ §
Yy ; Ecken: nat. Variable Mitte- \od/ry ~ €
Hy, Fin ﬁ?r:e Bier Seitenmitt.: Potentiale |Ecke- (5_‘?) =M
= interm = a8,
Bext Gm T goproibtisch 2.B.: Gy =Gy (Boye, T, N) | Ecke: TV
Thermodynamische Potentiale (ohne Magnetismus)
1HS:dE = 6Q + SW = 6Q = dE — SW|SW = —pdV + pdN = 6Q = dE + pdV — udN ... (1)
(1)
Allgemein 2.HS:dS > 6?Q:> TdS =6Q :1>Td5 2dE+pdV —pudN = 0=>dE+pdV —-TdS—udN =
[dE +pdV —TdS—pudN <0]...(2)
(2)
Entropie § Situation: Isoliertes GefaR mit konstanter Energie und konstantem Volumen: |dE =0,dV =0,dN = 0| =-TdS<0=

dS = 0| Natirliche Variablen:|S = S(E,V, N)

Innere Energie E

(2)
Situation: Isoliertes GefaR mit konstanter (gegebener) Entropie und konstantem Volumen |d5 =0,dV =0,dN =0 I:

Achtung: Das isolierte System hat natdirlich eine konstante Energie. Die Aussage dE < 0 ist im Sinne einer
Variationsrechnung zu verstehen: Unter allen Zustdanden mit gegebener Entropie S und Volumen V besitzt der

Gleichgewichtszustand die minimale innere Energie E. Natirliche Variablen: |E = E(S,V,N)| weil dE = §Q + §W =
[dE=TdS—pdV+udN =d(TS—pV +uN) <0]..(3)[E =TS —pV + uN|

Enthalpie H

@)
Situation: Zylinder mit Kolben mit konstanter (gegebener) Entropie: IdS =0,dp=0,dN = 0| =

[dH = dE + pdV = d(E + pV) < 0]Natiirliche Variablen: [H = H(S,p, N)],

®)
weill|lH=E+pV|=dH =dE+pdV+Vdp=
dH =TdS—pdV+udN+pdV+Vdp=|[dH =TdS+pudN +Vdp|..(4)

Helmholtz‘sche
Freie Energie F

(2)
Situation: Geschlossenes Gefal im Warmebad |dT =0,dV =0,dN = 0|2|dF =dE-TdS=d(E—-TS) < OI

®
Natirliche Variablen: F = F(T,V,N), weil|[F = E =TS|= dF =dE - TdS—SdT =
dF =TdS—pdV +udN—TdS—SdT = [dF = —pdV + udN — SdT|...(5)

Freie Enthalpie G

2)
Situation: GefaR ohne Teilchentausch mit konstantem Druck im Warmebad |dT =0,dp=0,dN =0|=
[dG =dE+pdV —TdS=d(E+pV —TS) <0]

(Gibbb’sche Natiirliche Variablen:[G = G(T,p, N)], weil [ =H =TS =E + pV = TS| =
E i 3)
nergie) dG =dE +pdV +Vdp—TdS —SdT = dG =TdS —pdV + udN +pdV +Vdp —TdS — S dT =

[dG =V dp —SdT + udN]...(6)

Thermodynamische Potentiale (mit Magnetismus)
1.HS: dU = 6Q + 6W = 6Q = dU — W |6W = —p dV + pudN + By - dM =
8Q=dE+pdV —pudN — B,y -dM ..(1)

Allgemein

(1) - —
2Hs:dS 22 = TdS>8Q=TdS > dU +pdV — pdN — By - dM =
0>dU+pdV —TdS —udN — Byy - dM = |dU + pdV —TdS — pdN — B,y - dM <0|..(2)

Innere Energie U

— )
|ds = 0,dM = 0,dN = 0| = [dU < 0] (mit zusatzlicher Annahme: dV = 0)

Naturliche Variablen: |U = U(S,]\7[,N) , weil dU = §Q + W =

|dU =T dS + By - dM + pdN = d(TS + By * M + pN)|...(3) = [U = TS + Boue 7€ + N |

Enthalpie H,,

= 2) = — = —
[dS = 0,dB,; = 0,dN = 0,|=|dHy, = dU — By  dM = d(U = Bee * M) < 0] (mit zusiitzl. Annahme: dV = 0)

Natirliche Variablen: |Hm = Hm(S, EEX[,N)|weiI H,=U- §ext M| =

- S S ) - — - o S —
dHy, = dU — M - dBgyy — Boyr dM = dH,y = T dS + By - dM + pdN — M - dBgyy — Beyr - dAM =
|dH,, =T dS — M - dB,,, +udn|...(4)

Helmholtz’sche
Freie Energie F,,

— (2)
IdT =0,dM = 0,dN = 0,|=[dF, = dU —TdS = d({U = TS) < 0] (mit zusétzlicher Annahme: dV = 0)

., 3)
Natiirliche Variablen: F, = Fpp (T, M, N) weil [F,, = U = TS| = dF,, = dU —TdS — SdT =

dFpy = TdS + By - dM + pdN — T dS — S dT = |dF,, = B,y - dM — SdT + pdN|...(5)

Freie Enthalpie G,,
(Gibbb’sche
Energie)

= 6)) = — S
|dT = 0,dB, . = 0,dN = 0|=[dG,, = dU — T dS ~ By  dM = d(U = TS = By, - 3€) < 0| (mit zusiital. dV = 0)

Natirliche Variablen: |G,, = G(T, Eext,N) , weil |Gm =H,-TS=U-— §,m M- TS| =
- = - = 3)

dGy =dU — B,y dM — M +dB,,, —TdS —SdT =

dG,, =T dS + B,y -dM + pdN — B,y - dM — M - dB,y; — T dS — SdT

Gy, = —SdT — M - B, + pdN]|
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Phaseniibergange

Definition Phase

Je nach dulleren Bedingungen nehmen bestimmte makroskopische Observablen unterschiedliche Merkmale an

gasformig/flussig

Beim Phasentibergang gasférmig/fliissig haben die G(p)7 und G(T),, -Kurven einen Knick (sind aber stetig)

Die ersten Ableitungen V(p); = (Z—IG]) und S(T),, = — (g—:) -Kurven haben einen Sprung (sind unstetig)
T P

UG 1. Ordnung

Mindestens eine Ableitung von G (Ordnungsparameter) — also z.B. V(p)r oder S(T)IIJ — weist eine Unstetigkeit auf.

UG 2. Ordnung

Die ersten Ableitungen von G (Ordnungsparameter) sind stetig, aber mindestens eine zweite Ableitung ist unstetig oder
. u « - %G R 926
singuldr (z.B. Warmekapazitét ¢, = —T (ﬁ)p oder Kompressibilitdt k; = —T (m)r

Ordnungs-
parameter
(Landau)

UG 1. Ordnung: Der Ordnungsparam. dndert sich unstetig. Kontinuierlicher UG: Ordnungsparameter dndert sich stetig.
Phase bei tiefen Temperaturen hat i.A. hohere Ordnung (Geringere Entropie).

Ordnungswechsel i.A. mit Symmetriebrechnung verbunden. Phase héherer Ordnung (T klein) hat geringere Symmetrie
2.B. Phase Flussigkeit = Parameter Dichte. Phase Ferromagnet — Parameter: Magnetisierung, Rotationssymmetrie.

Thermodyn. Pot.
magn. Stoffe

Innere Energie ist eine Funktion aller extensiver Variablen: dU = TdS — p dV + [ Bey, - dMd?r + udN
Fur homogene magn. Flussdichten und ohne Volumsédnderung: dU = TdS —p dV + §ext -dM + uwdN =

Langevin Para-
magnetismus

— N - &\ |Gibbs’sche Bex
A = = SNt i Bese = =52 (L4 938) |02 (T Bewy) = —kpTIn(2) = ~NkesTn (2 cosh (“22xt))

Austausch-WW: P 1 2 J 2 2. . . .
Ferromagnet Hpeis = ggsyBBext NS - o i,y Si * Sy mit] > 0... ferromagnetisch, J < 0... antiferromagnetisch
Molekularfeld- auF _ (1 ] N oz I 2 .

naherung Hygis = (g#sBexz + Z;m) =157 — ZNEm mit z... Zahl der NN

Landau-Theorie der Phaseniibergange

Gibbs'sche Energie Gegeben sei G = G(T, Py, N) mitz.8. P, = B,,, oder P, = p.
L . N 96 3G
B ¢d=—= ==
Ordnungs- Der Ordnungsparameter ¢ ist eine erste Ableitung von G und héngt selber von T und Py ab, z.B. ¢ PR $ = 29
parameter Beispiel: & = —M = (28
eispiel: ¢ (aBm)TV

Entwicklung von
G um kritischen
Punkt

Entwicklung von G um den kleinen Ordnungsparameter ¢ in der Ndhe des kritischen Punktes:
G =Go+ Gy + Gop? + G3p® + Gyp* + - — (Py — Py )
Wenn G(¢) = G(—¢) (inversionssysmmetrisch), dann keine ungeraden Potenzen: G = G, + G,¢% + G,p* + -

Kritischer
Exponent 5 des
Ordnungs-
parameters

und § der ZSTGL
der Isotherme

G(¢p) » min = G, > 0, da sonst fiir sehr kleine und sehr groRe ¢ die Werte von G(¢) beliebig klein werden kénnten.

. G aG aG G;
G(¢p) » min = = Py=0 (z.B.ﬁ =0) = 26,9+ 4G, % = 0]: (2¢) = 2G,¢* = -G, = ¢ = —2—624
b=+ /_% G, ™ G (T—T)=¢p =1 /_—GZJZ(ZTJ =|p=1+ /—ng‘ﬁj‘” fiir T < T, sonst 0]... (1) =

¢~I|T — TC|1/2 = (Kritischer Exponent des Ordnungsparameters)

P, = ‘a’—: =2G,¢ + 4G,d° = 26, (T — T.) + 4G,¢* = limy_p, Py ~¢* =

Kritischer
Exponent y der
Response-
Funktion
(Curie-Weiss-
Gesetz)

2
G(¢) > min = :Ti = a@% L >0=26;+ 126,92 > 0|6, & G, (T —T.) = 2G5, (T — T.) + 12G,¢2 > 0....(2)
(1) ) Ie)) @
()seiT>T, = ¢p?>=0= 9Pgl _1_ 26, (T —=T) furT > T,| (i)seiT <T, = ¢ = G2a(Te=T) 2
99 lr  x ’ 2G4
26,,(T —T,) + 126,229 — _12%s] 1 _ 46, (T.-T)>0firT<T,
' 26, wl,  x :
9 ﬁ firT > T,
21U~ ¢ _
X =5, = 1 ) = x~IT =T =]y =1]
¢ —firT<T,
4Gy, 1(T=T¢)
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Statistische Physik |

Flissigkeiten und Gase

a k )
Ideales Gas, therm. Zustglchg [p = — (5)”] = ¥ = pV = NkgT =nRT |R = Nykg; N =nN, 4 Koexistenzkurven
Betrachtung auf Teilchenebene N
Mittlere kineti- |= f m— Mittleres — ) 3kpT .
E. =Lk 1="%2 2 — 2 f dv = B Dampfdruckkurve

sche Energie kin ™, "B 2V Geschw. quadrat v = [, v dv m 3= pasiomiy

. - ‘Sublimationsdruckkurve,
Kalorische . =1kyT (profa); E=F+TS =TT (%) =LNkyT (NTeilchen) i
Zustandsg|. z T/vN 2 Gibbs‘sche Phasenregel: F =2+ K — P

Reale Gase (Van-der-Waals-Gleichung) |Ehrenfest:§Sprung in n-ter Abl. des Ordnungsparameters (z.B Dichte): Phaseniberg. n-ter Ordnung

Oberh. der kritischen

NZa B a..Stof fkonstante  |rit. _ sa [Krit. _ o a [Kriti, o |pve _3
(p + F) (V —Nb) =NiegT 1y _ 4NV, = 4N,y 43_117}13 Temp.: '~ 2780 Druck %~ 2702 Vol. Vie = 3bigr, = gTemp. kann Gas

nicht verfliis werden

Kalorische f a [Molare Boyle a Bei Ty, verh. sich Gas
Zustandsgleichung: E = Exin + Epoe = 5RT —

dp -
2 VvV  ISchmelzw. Ascrm = Tﬁ(vﬂ = Vrest) Temp.|? bR  annshernd ideal

Thermodynamik Y Abb. aus: Wolfgang Demtréder (2105): Experimentalphysik 1. Mechanik und Warme. 7. Auflage. Springer, 2015S. 215.

0. Haupts. |e Wenn A und B im therm. Gleichgewicht und B und C im Gleichgewicht, dann ist auch A mit C im thermischen Gleichgewicht.

Jedes System besitzt eine innere Energie E (extensive ZustandsgroRe). Diese kann sich nur tiber den Transport von
1. Haupt-  [mechanischer Arbeit W und Wéarme Q tber die Systemgrenzen dndern: dE = §Q + W

satz e Die innere Energie E eines isolierten Systems ist erhalten

e Die innere Energie eines Systems dndert sich genau in dem MaR, in dem Energie zugefiihrt oder entzogen wird.

e Einem makroskopischen System im Gleichgewicht kann eine Entropie S zugeordnet werden, fir die gilt:
o Sist eine extensive Zustandsfunktion.

o Bei reversibler Transformation (§ ds = 0) gilt: dS = % (mit 1/T als integrierenden Faktor)

2. Haupt-  |e Dje Entropie eines isolierten Systems kann nie abnehmen. Jeder Prozess lauft, bis die Entropie maximal wird. dS > 670

satz o Es gibt keine Zustandsanderung, deren einziges Ergebnis die Ubertragung von Wiarme von einem Kérper niederer auf einen

Korper hoherer Temperatur ist.
o Es gibt keine Warmekraftmaschine, die bei gegebenen mittleren Temperaturen der Warmezufuhr und Warmeabfuhr einen
hoheren Wirkungsgrad hat als den aus diesen Temperaturen gebildeten Carnot-Wirkungsgrad.

3. Haupts. |e Nernst: Es ist nicht moglich, ein System bis zum absoluten Nullpunkt abzukihlen.

Fundamen- 6:un- IdE ..Zunahme innere Energie E... ZustandsgroRe Zugefiihrte Warme =
) dE = 6Q + sW N « . . . .
talgleich- dE = TdS — pdV + udN vollst. i5Q ... zugeflhrte Warme Q... keine ZustandsgroBe :Erhohung Enthalpie
ung 1.HS - p # Diff.  i6W ... zugefiihrte Arbeit W... keine ZustandsgréRe iH=U+pV
Isochor SW =0 =dE =6Q oE 7 f , p2 _ T, iZugefiihrte Warme =
=(=) ==N4kg==R ... . Mol — ==
V=const. (dE)V =6Q = nc, dT v (aT)V 2 AT 2 spez 0 warme|V P1 T, Erh6hung von U£QxT
; - - — B_T — (" = _ - _
isobar (dH), = 8Q =dE — 6W = ¢ = (A_Q) —c,+R= gR YR won gAW = fvl pdV =pWV,—-V,)) =nR(T,—T,)

_ _ P
p=const. nc, dT + pdV =nc, dT + nRdT AT/p Zugefiihrte Warme = Erhohung der Enthalpie H=E+pV

isotherm dE = 0 (beii.G. dUxdT)

T=const 50 = —oW AW = ngTln;—: = NkBTln% Vi = p,V, Zugefithrte Wirme = Arbeit

adiabat.

8¢ =0 TV*~! = const. op _ f+2 Nkpg T,
6Q=0 T

k-1 1_1
0 1 0

. K= : f
S = const. (wenn reversibel) v const v
="K
polytrop pV™ = const.; n=0..isobar; n=1..isotherm; n — .. isochor; n =k .. adiabat AQ = mcvm(Tz -T))

|AW| T Energie = Exergie + Anergie 20w | AQk 5Q
2. HS n= =1-—<1 Carnot-Prop.: =~ +—==10 Clausius: $—==10
Qzugef Ty AQy = —AW — AQ, Tw Tk fﬁ T
3 HS Entropie: Extensives MaR flr Energie, die nicht flir Arbeit verfugbar ist; fur die Unordnung und die Multiplizitat eines Systems.

S=Nk8(ln(n—/11%)+5);n=§;h= h

2

Sackur-

W,
Entropie dS:@; ¢d520 ASZth’lW—EZO; S=kglnQ=kzglno
a

Tetrode J2nmkgT
Fundamentalgl. (,FG“) Enthalpie H Helmholtz‘sche freie Energie F Freie Enthalpie G .
" (,,Gibbs’sche freie Energie)
E=TS—pV +uN H=E+py St F=p s QLFGemes o= g 7Ts _
dH=TdS+Vdp dFZ—SdT—pdV GEE+pV—TS abl,FG einsetz.
dE = 6Q + W dp=0: H=Energie, um E um dE zu erhohen, F = —kpTIn(Z}) dG =-SdT +Vdp
dE = TdS —pdV + udN_|wenn ein Teil der Energie fiir p dV verw. wird. |Thermod. Potential: dF < 0 Thermod. Potential: dG < 0

Extensive iverhalten sich additiv mit der GroRe des Systems, z.B. Intensive isind groRenunab- Konjugierte ¥V & p; S & T;
Variable: :V,S,N, M und alle thermodynam. Potentiale E,S, H,F, G |Variable: ‘hédngigz.B.p,T,u, b Variable: NoewyMoB

Gleichgewichtsbedingung: §GLG bei Gleichheit der intensiven Variablen: mechanisch: p; = p,, thermisch: T; = T,, chemisch: u; = p,.

e Isoliertes System: Naturliche Variablen E, V, N. Potential: E(S,V, N) oder S(E,V,N)

o Geschlossenes System mit Energietausch, ohne Volumenvariation und Teilchentausch: Nattrliche Variablen T,V, N. Potential: F(T,V,N)
e Geschlossenes System mit Volumenvariation, ohne Teilchentausch: Nattirliche Variablen S, p, N. Potential: H(S, p, N)

o Geschlossenes System mit Energietausch und Volumenvariation, ohne Teilchentausch: Naturliche Variablen T, p, N. Potential: G(T,p, N)
e Offenes System mit Austausch von Energie und Teilchen. Natiirliche Variablen T, V, u. Potential: groBkanonisches Potential J(T,V, )

Reversibel: Prozess kann ohne Anderung von System oder Umgebung umgekehrt werden. Reversibel = quasi-statisch.

Gibbs-Duhem: —SdT + V dp — Ndu = 0 ... Es gibt kein Potential mit ausschlieRlich intensiven Variablen (keine Info Gber SystemgroRe)

© www.goldsilberglitzer.at -7- helmut@goldsilberglitzer.at




Maxwell-Diagramm

S E _V Echtviele FysikefAnnahme: N=const. Bsp. (ap) _ Bsp. Bsp.

H E trinken gerne  |Ecken: nat. Variable Mitte- \av/ry — P lEcke- (B_S) - _ (B_V) Ecke- (a_s) _ (a_p)
Pils hinterm Seitenmitt.: Potentiale |Ecke- (‘9_5) —T |Ecke \op/prp oT/pN |Ecke i\ov/rn  \oT/yn

p G T Schreibtisch 2.B.: G = G(T,p,N) Ecke: as senkr. waagr

Response-Funktionen: Zweite Ableitungen thermodynamischer Potentiale bzgl. natiirlicher Variablen

spez. Warme def a_E _ _ o (9S __(oF _ i (9*F
N Cp |dE =TdS = C, = T( ) 'N‘ S= (aT)V,N =C,=-T (W)VN
spez. Warme d_ _ _ (96 _ _m (%%
e C, ‘dH TdS = C,=T (aT)pN S= (aT),,,N =C,= T(W)M
Thermodynam. det v ‘ _ (96 9%6 Thermodynam. wr 1[0V _ (0H _ 92H
o 2 v=(%) = —= e L)y = (Z) =k =-21

Stabilitat isoth. Kr (BP)T_N (Bn)m K = (Bp ) Stabilitat adiab. Ks V(ﬂp)s,N (610)5 Ks (517 )
Ausdehnungs- aor L[V _ (% _1(9% Spannungskoeff— wr 1 (30 ‘ __(oF _ _1(0%F
koeff. isoboar L V(aT)pN (ap)T,N =% V(arap)N izient isochor By = P (5T)V,N p= (3V)T = b= P (HTHV)N
Phasenraum mit N Teilchen in D Raumdimensionen

3 N _ ) DN . DN . L_yw pn.. [N! nur wenn nicht
['-Raum fiir R®: Dim(I) = 2DN [Eingeschl. Vol. ¢(E) = hDNN' stEd gd p [nBox: $(E) = P V, HsEd Plunterscheidbar

Ich 0lql<-
. _ Teilchen _ . _ =3 [Harm. _ p? | mw?q® [-Raum . _
Hamilton H=T+V n Box 1D H(p, q) = ot V(g) mitV(q) = o lq| > L losz. 1D e Dim(w) = 2D
2

Liouvill‘sches Zf + {p,H} = 0 ... keine ,,Quellen” u. ,Senken” von Phasenraumpunkten; keine Schnittpunkte von Trajektorien.—=
Theorem Vo = Vt . Erhaltung des Phasenraumvolumens
Ergodisch Energie ist einzige Invariante.
Ergoden- Mikrokanonisches Ensemble, ergodisch: Alle Mikrozustande gleicher Energie sind gleich wahrscheinlich. = 4 = (A)
hypothese Zeitmittelwert einer Observable: A = %fOTA(q(t) ,p(t)) dt; Ensemblemittelwert: (A) = stEA (Q,E) p (Q. E) dDNngNE

Klassisches mikrokanonisches Ensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen

E, V, N fix (isoliert) Zust sum: ‘Q = limyg_,g hmlle S np<nes

,d°Nqd®Vp = [ 8(E — H) d*"qd®p = =~ [ O(E — H) d° qd®"p = = ¢(E)

Phasenraumdichte: (Wahrsch d. Be- 8(E-H) [Entro- _ N Erw. _ DN .. 1DN
setzung von Zust. gleicher Energie) Pl (p, q) o |pie: 5 = kg In(Q) ~ kg In(®) wert: (D = hD”N' [ Apid™ qd"p
Klassisches kanonisches Ensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen
) « o _ 1 _ DI 1 [deales vN n
T, V, N fix (Warmebad)  Zust.sum: Z, = [“e PEQO(E)dE = mfe ["HQDNngNE mit § = o Gas: Zg = N mit A = Tzmmkgt
Phasenraumdichte (Wahrsch. d Be- 1 __py [Freie i _ Entro . _ _oFDru- | a1In(Zg)
setzung von Zust. gleicher Temp.): (p,q) B Energ F = —ksT In(Zy) pie: § = —kg(In(pic)) = =5 ck P7 kT =5,
. S -BE = L 9% —pE
Var 1: w(E) p. Q(E)e 798 6
= Zm
. __1 DN, JDN -BH § DN ,, JDN
Var 2:w(8) = o (0.0)8 (4 (.0) ~ B) 0 = e 5 (1 () - £) a1~
= -B (v} /a+a?/b?) 92) _ ) gon gaonp|Pi = as;; dp; = ads;
w(B) = = [ e 6(z(5+1)-F)avqd Plg, = bt;; da; = bt
. ) _ aPePN o py(s2ee?) 24 42 onqon,| 2(EHE) =77
Wa?;s;;emllchkelt w(E) = P hDNN'fe U S((sf + 67) —E)dsd £| dNsdPVt = dr d°NOF
Wi DN DN 2 N 8(r —NST) 8(r —vE)
eBr 2 _ DN _ 2 _ _ . 2y _ v
w(E) = ;s 1) 8?2 —E)drd 0F| NST = root(r? — E) = VE; 8(r> —E) = Bl o 2E
aDNbDN V- T[ZDN/Z _
= —ﬁr _ DN DN O9V2DN __ . +2DN-1
W(E) = sf s [ fy P 8(r = VE) dr dPVOF | [ dPVOF = P2 = LT oD
aPNpDN 72DN/2 2
— —Br?.,.2DN-1 _
w(E) 2VEZxhPNNIT(2DN/2+1) Nfo e r S(r \/_) dr
aDNbDN T[ZDN/Z
— —BE (2DN-1)/2
W(E) 2VEZxhPNN!T(2DN 2+1)2DN€ E
2
Mittlere Energie (E) = hDNN'fH (p, )pKdDN dDNp f Ew(E)dE = ln(ZK) ‘Varlanz SE? = (E?) —(E)? = a—ln(ZK)
Wahrsch. rauml. Aufteilg. 1 Teilch: w(#) d3x = Ae BVP d3x mit A: fff w(7) d3x =1 |oder w(@) = hDNNprKdD”qu” 3
Wahrsch. Auslenkung 1 Teilchen:  w(r) dr = (Jf w(x? + y* + z%) r? sin(9) do d9)dr
Wahrsch. Impuls 1 Teilchen: w(P) d3p = Ae FTDd3p mit A: fffw w@) dip=1 |oder: w(p) = hDNlepKdDN SquNp
Wahrsch. Geschwindigk. 1 Teilchen Z—Z: a(;:;‘) m = dp; = mdv; = d’p = m3d3v = w(®) d®x = w(mvx, muy,, mvz) m3d3v
E)
Viralsatz: (x; a—:_) =kgT6;; |Komb. System: Z’E1+2) = z,?)zf) *) Faktor NI nur wenn Teilchen nicht unterscheidbar
J
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Klassisches groBkanonisches Ensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen

T, V, u fix; off. System %Zust.sum: ‘ZGK = Zﬁzoﬁf e PH-N)GDN g qDNyy — Y0 sN 7, = eZZk(N=D mit z = Bl (, Fugazitit”)

Phasenraumdicht pg (p.q) = ﬁe—B(H—uN) ‘GroBkanon Potential'§] =F —uN = —pV = —kgTIn(Zg,) W d. N Teilch in Vw(N) = Zzﬂ

GK.
Mittl. Teilchen: ~ (N) = ZGKZN OhmvN,fNe BH= ”N)dDquDNp =——==kgT —ln(ZGK) =zZ(N = 1) ‘Ideales Gas: Zgi = e?V/4r
Mittl. Energ: ) =kgT ( ln(ZGK) +uo ln(ZGK)) a(ﬁl) + M(N)‘Entrop S =—kg(In(pgg)) = —— = kT —ln(ZGK) + kg In(Zgk)

Quantenstatistik

Korrespondenzen [statt (q;, p) = |¥;); statt p (q p) = Dichtematrixoperator p; Observable: statt (4) = fr Ap d3pd3q = (A) = Tr(Aﬁ)

Entropie: IS = —kp Tr(p In(p)) |Energ|e (E) = Tr(Hp) |Re|ner Zustand: ﬁz =pTr(p?>) =1 IZif(si) =~ fooo Q, f(e) de

Mikrokanonisches Quantenensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen

IMikrokanonische Zustandssumme: Q = Y, mogl. Zust.[Zustandsdichte ﬁMK = %ZEi:Eli)(i |Entropie: S = —kg Tr(p1In(p)) = kg In(Q)
Bsp.: N Teilchen in fixen Positionen mit 2 Einstellun- Zust- N Nt |Wabhrsch. f. Q(Ey)
il di e o Lo aE) = (7) = s - w(E) = T
gen; sei i die Anz. der ,up“-Teilchen (,,magn. Dipole”) |sum: i i(N=-0)! [Zustand i:
Kanonisches Quantenensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen
—gA . = . N Talnye FEn(n
Kanon Zust.sum Z, = Tr(e#H) |Hamilton: {H = ¥, |n)E,(n| [Zust. Dichte: py = %
Bsp: N Teilchen in fixen Positionen mit 2 Einstellungen; [Zust. N N —BE; \Wahrsch. fir 1 _BE:
Ze =Y 0 BEj w(E;) = —Q(E;) e PFi
sei i die Anz. der ,,up“-Teilchen (,magnetische Dipole”) [summe: ¥ Zj=o () e Zustand E;: (B Zk ()

Fermi — y'o =) —phw(ni+ny+1) — Yo © —Phw(2ni+nz—nq +1) — ,—fhw Jo

Harmon. Osz; |Zk an OZn2=n1+1e Bhatnytnz+l) = Zn1=02n2—n1=1e Bha@nitnz=ni+l) = g=F Zn1=oe
f Bose __ © —Bhw(ny+ny+1) — Yo © —phw(2ni+ny;—nqi+1) — ,—Bhw yo

2 Tellchen ZK an 02n2=n1 e B L — Zn1=0 Zn —n1=Oe b L =e B Zn1=oe

—2Bhwn © —phwk
B 121{:16 Bho.
—2Bhwn © —phwk
B 121{:06 Bho.

GroRkanonisches Quantenensemble mit N Teilchen in D Raumdimensionen

GroRkan. Zust.summe Z., = Z,"\;’_ e PUE-N) = Tr(g=FWFrock=kNFock)) ‘Zust. Dichte:%ﬁax = Le_ﬁm_“

o ‘Hamilton' H=Y&N,

1 aj 1

Besetzung (n;) = m o ‘<N> =5, = Lil) = Ximge— = f (25 + D g de = [7(N(e)) de
Bose- GroRkan. Pot.: J = ksT ¥;In(1 —ze™F¢t) = fom(Zs + 1), In(1 — ze P¢) de = —kpT(25 + 1) fo d>1£ln(1 —ze Fe) de
Gas _ S T

Energie () = Zieind = Sy = &y 300, —=—de

i 5

L pesetang () = s = —rmrs (M) = =2 = S = Sy = [y 25+ DO, e de = [C(NG) de
ermi

gas

GroRkan. Pot.: | = —kT ¥;In(1+ ze 551) =— fo (2s + 1)01 In(1+ ze ) de = kgT(2s + 1) fo <1>1aln(1 +ze7P¢)de

Energie (E)=Yie{n) =Yi—pm—= = fooo(zs + 1D, —1:1?84-1 de

2551+1

Einstein-Bose-Kond.: 2
EBK:z>1; u = 0; —A3 > 1 =L ;2 1. (mit mittl. Wegldnge (L) ~ ))

z = eP* Normal: u<0; z<1. u = kzTIn(z) = kT In (@13). EBK bei T < T oder hohem Druck.

Wichtige Integrale und Funktionen

(Bsp. Harmon. Oszillator)

2<pl Z,z)q q; = bt;; dq; = bdt;

dDquDN p; = as; dp; = ads; aDNbDNf dPNgdPVp
S(sF+t?)=1 - -

Wichtige Integrale f_"‘;e-ux2 dx = \E [ f(x) e~ gy = —%fe"‘”(") dx |partiell Integrieren: [ f'g=fg—[fg’'
a’? =2mE
J‘ dDdeDNE:f pi2 mwzq? dDdeDNE:f pl? mwqu? dDN_dDN b _ 2E —
Integral [, _, dqdp HsE Z(m+T>5E 2(m+ o )sl )

= a® bPN V(R = 1)

. © x _ v Z¢
Polylogarithmus gn(2) = 5 fo A =X
Stirli D-di K | n wennn di K | wennn

Irling- . N — _ -dim. Kugel, _ m2R" ger_ade nzr™ [N-AIM. Kuge vy ng/2gn-1 ger_ade nt/2gn-1
Formel limyeo IN(NY) = NIn(N) =N \Volumen: V. = i) (@) [Oberfliche: On =751 = ) @]
Gamma-Funktion: ® et ot \ r 1
= ; = = z)I(1—-z Z) =

Eraetteruns d. Fakuttit auf € |T@) fo t*7le"tdt; Re(z) >0 2l =T(z+1) T(z+1) =zI(z) (AT -2 == (3)=vm

8(x) © 8[p] = 8[9] = 9(0) & [ 8(x) @(x) dx = 9(0) §5(X — %) 8x,[9] = @(x0)

Dete- % sGodr =1 [Payax = {71 O S 1Pl 5 = LG 108G —x0) = ) 8 =) 8(3) = 5(-)
x8(x) =0 8(ax) = ﬁs(x) |x] 8(x2) = 8(x) 8(f(x)) =3, iif‘(N’::T)‘l) NST; ...einfache NST | [ 8(x) dx = ©(x)
Heavisid 1firx>0 !
eaviside- P x—Xo 1. n !
Funktion 0(x) o B[p] = fo @) dx; O(x —x) = [__"8(t)dt; O(x) = Sfurx=0 (k) ==l =)
0 sonst

n
o X

Exp.funktion |e* = 37> |Geometr. Reihe: Yie0qt = %; O<lql<1)

e~Z

cosh(z) =

smh(z) =

tanh(z) =

coth(z) =

ez’ ez
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Sonstiges

Vollstéandig
Differential

dF(x,y) = a—F| dx + B—F‘ dy

Sei dF = f(7) - d7*. Wennf () - d7 = f £(7) - d7, dann ist {(7) - d7 vollst. Differential

Exakte, nicht
separable DG

Hinreichende Bedingung: V X f(r) = 0 (,wirbelfrei”) im einfach zusammenhangenden Gebiet G. In R’ af" Z/
(0, y) +q(xy)y =0- Prufe L2 Z—z —wenn nein: finde integrierenden Faktor a(x,y) —

ploy) dx + 4(x.y) dy =0 6(3) = [ pCry) dx + CO) = [ q(x,) dy + D)

Faktor

. 0p _
erster Ordnung (wobei oy ox — bestimme C(y) und D(x)
op -
5y = P/ ASL=q'(x),oder z.B.x: Lose DG ;—y (e, y)a()] = - [a(x,y)a()] nacha
.Ermltt.lung ? — p'(y) /\ = =q'() mittels Separation der Variablen
integrierender |0
op

—p(x y)V——q(x y)
und p und q sind Polynome.

B 2
5y [PxyP] = [a(y)xyf] -
aufli)'sen nach a und g mit KV fir alle x™y"

Homogene Fkt.

f(Ax, Ay, A2) = 2(x,y,2) = kf(x,y,2) = Lx + y+ ‘E(AS AV,AN) = RE(S,V,N) = E =228+ 22V + 22N

Jacobi-Trafo

(&) (ﬁ) ast) L)
) _ det ox/y  \9y/ _ (ﬁ) (g) (63) (az) 9(x,) a(y,x) 9(xy) _ (a(s,t))*l (g) _ 09 _ 949) 9xy)
0Cxy) (ﬂ) (ﬁ) ox/y \oy ay)  \ox), |06 _ _ 36D B(se — \aGey) ax/y  alxg)  a(xy)a(xg)
ax. dy. 0(x,y) a(y.x)

of

(6x)g
umwandeln,
Variante (1)

<

df = (Z—i) dx+(55),

- (3),6,6),

dy..(1) g=const.=dg=0= (ZZ)y dx + ( g) dy=0=dy= (B_g)y (a—g)_l dx (:13

()
ox g
Umwandeln,

Variante (2)
(Jacobi-Trafo)

6= ,-(0),-(,9,6,
D)0,

a -6, s - ()
a 0y/, \ox/y ) 0(xg)| 0(xg)  9(gx) ag/
-(5). (), ()
ax ag x

. el
&),
()., ),

_ 0.9 _

(ﬂ) — _ 909 oxy) _
dx g a(x,g)

0(xy) d(xg)

Kreisrelation

),
(3),= (), ).~ G2, -(3),-3),6,6),

). G),G), =1 (p(pa) H(pa)}=rise -5 oe st

Poisson-Klammer:

Legendre-Trafo

Trafo f(x) - g(p(x)) mitp = 2= =Var.1: g(p) = f(x(p)) — px(p) Var.2: g(p) = px(p) — f(x(p))
Bsp.: E(S; V,N) = F(T; V, N)mit T = 52 = F(T; V,N) = E(S(T; V,N);V,N) = T S(T; V, N)

D-dim. Harm. p? | mw’q? i _(D+i—1\_ o+i-

Oszillator H=Y%P e Entartung der Besetzung (n;):ig; = ( i ) = oD

Binomial- Wahrscheinlichkeit k von N Teilchen im N\ _ x n—i |Funktion auf A In)n;l
= - f(A) = XL, f(A) ——

verteilung Volumen V; zu finden wenn p; =V, /V, ¢ w(kips, N) (k)p A-p) Matrixoperator (4) ) Gmg (nglny)

Eigenwerte Lose det(fi - Aﬂ) = 0.|Numerische Vielfachheit (,Entartung”) n; fir A; = a: Anzahl EW mit gleichem Wert a.

Eigenvektoren

x=2A x x 10 0 aq 0] x=-at 0 -a

- X x—A; X X Gauss i x, = 0 R 0
BV 20 EW 4;: x l x—2A x 8_)I8 0 8 8 8 :x§= sT V=S (1) Tt oo
x X X x — 0 0 0 o o0 Xy = t 0 1
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