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Statistik
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Merkmalstypen

Qualitative Merkmale: binar (ja/nein); kategorial (Kategorie 1,...,k); ordinal (Rang; z.B. Noten)
Quantitative Merkmale: diskret (ganzzahlig, z.B. Zahlvorgang), kontinuierlich

Skalentypen

Nominalsala: Zahlenwerte nur ,,Codes” fiir sich ausschlieBende Kategorien (z.B. 1...ledig, 2...verheiratet, 3...geschieden)
Ordinalskala: Ordnung der Zahlen ist wesentlich (z.B. Rang einer Mannschaft in einer Meisterschaft)

Intervallskala: Ordnung und Differenz sind interpretierbar, aber Nullpunkt willkirlich (z.B. Celsiusskala)
Verhaltnisskala: Ordnung, Differenz und GroRenverhdltnisse interpretierbar, es gibt einen Nullpunkt (z.B. KérpergroRRe)

Ereignisraum

Menge Q aller méglichen Auspragungen einer Zufallsvariablen (z.B: Roulette Q = {1, ...,36}; Wartezeit Q = R,; ...)

Ereignis

Ereignis E ist Teilmenge von Q. Z.B. ,gerade Augenzahl bei Wiirfelwurf”: G = {2,4,6}.
Elementarereignis: einelementige Teilmenge von (; unmagliches Ereignis: G = @; sicheres Ereignis: G = Q.

Ereignisalgebra

Menge aller Ereignisse aus () heilt die Ereignisalgebra S({2). Mit den Verkniipfungen A U B (,,A oder B“), AN B (,,A und
B“) und der Negation A’ (,,nicht A“), dem Nullelement @ und dem Einselement ( ist S(Q) eine boolsche Algebra.

Wiederholte
Experimente

Ist Q) der Ereignisraum eines einmaligen Experiments, dann ist Q X ... X Q) der Ereignisraum des n-maligen Wiederholung.
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Deskriptive Statistik

Haufigkeit

Absolute Haufigkeit h(E) in Stichprobe ¥ = (x4, ..., x,,) ist die Anzahl Beobachtungen, in denen E eintritt, d.h. x; € E.
Relative Haufigkeit: f(E) = h(E) /n. Naturlichgil: E =0 = h(E) =f(E) =0; E=Q = h(E) =f(E) =1

Additionsgesetz

Wenngit ENF = @ — h(E UF) = h(F) + h(F); f(E UF) = f(F) + f(F)

Siebformel

Wenngilt ENF # @ — h(E UF) = h(F) + h(F) — h(E n F); f(E U F) = f(F) + f(F) — f(E 0 F)

Empirische
Verteilungsfkt.

Sei die Stichprobe ¥ = (x4, ..., x,,) geordnet, dann liefert die empirische Verteilungsfunktion F, (x) den Anteil der Daten
aus X, die kleiner oder gleich x sind.

Kernschatzer Kernschitzer glittet Haufigkeitsverteilung (Histogramm): f(x) = ﬁ n K (X:ﬁ). Z.B. GauRkern: K = %e"‘z/z
Malzahlen
Ein LagemaR gibt den , typischen, zentralen” Wert einer Datenliste an. Eine Funktion 1(X) ist ein LagemaR fiir ¥, wenn:
1(aX + b) = al(¥) + b fir a > 0, und min(¥) < 1(¥) < max(¥) (,affin“)
Mittelwert X = iz&l x; = arg, (min Y, (x; — x)?) Sinnvoll fiir Intervall- und Verhéltnisskala.
Lage- |Median X = X(n/2) = arg,(min Y7, |x; — x|) teilt geordnete Liste in zwei gleich groRe Teile (Ordinal-, Intervall- und Verh.skala)
maBe |g-Quantil Q. = X(an) = X: F,(x) = a Verallgemeinerung des Medians. Teilt geordnete Liste im Verh. a: 1 — a. Median ist Q5.
LMS »Least median of Squares”: Mittelpunkt des kiirzesten Intervalls, das [n/2] + 1 Datenpunkte enthilt, unempfindlich.
HMS ,Half Sample Mode“: Wiederhole LMS, bis zwei Datenpunkte tbrig sind. HSM ist der Mittelwert dieser zwei Daten.
Modus Haufigster Wert der Datenliste. Sinnvoll fiir diskrete Qualitative Merkmale.
Misst die Abweichung der Daten vom zentralen Wert. Eine Funktion o(%) ist ein LagemaR, wenn: 6(¥) > 0; o(aX + b) = |a| (%)
st Invariant unter Datenverschiebung (Bleibt identisch bei affiner Transformation).
reu
Standard- . .
ungs- ) = 2 n_, (x; — x)? Fur Intervall- und Verhaltnisskala. |Varianz: Var(X) = s?
maRe abweichung n <t
IQR IQR = Qy75 — Qg5 (,Interquartilsdistanz”); fur Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala. Unempfindlich.
LoS ,Length of Shorth“ ist die Ldnge des kiirzesten Intervalls, das das |[n/2] + 1 Datenpunkte enthilt. O.-,I.- und Verh.skala
Misst die Asymmetrie der Daten. Invariant gegen Verschiebung . Eine Funktion s(X) ist ein SchiefmaR fiir ¥, wenn gilt:
Schief s(ax + b) = sgn(a) s(X); s(¥) =0wennIb:X—b=b— %
maRe |Schiefe y = %% " (x; — %)%y < 0... linksschief; y > 0 ... rechtsschief; y = 0 ... symmetr. Fiir Intervall- und Verhéltnisskala.
Schiefkoeff (SK = 2—: mit R = Qg75 — Qos; L = Qg5 — Qo5 Flr Ordinal-, Intervall- und Verhiltnisskala.

Zweidimensionale Merkmale - Korrelation

Bindre
Merkmale

. B B’ f(AnB)-f(4) f(B)
=————; -1<p<1
X'ertggﬂiageklz'iénnlich A|f(AnB) f(AnB)| f(A) Vierfelder- P~ Vi@ ) (B) (&) P
A R > ;31 N ’ N A | £(A' n B) £(A' n B)| £(4") korrelation: ip > 0... positiv gekoppelt
...Raucher, B*...Nichtraucher £(B) f(B") 1 p < 0... negativ gekoppelt

Quantitative
Merkmale

Empirischer Korel-
lationskoeffizient:

lyn
ATESE

xXi—X yi=y _. _ ,1 . _ |1
ls_x';_yn'"tsx_ ;Z?:l(xi_x)zlsy_ n ?zl(yi_y)z

—_1lyn —
Ty = ;Zi=1 ZxiZyi =

WahrscheinlichkeitsmaRe

Wabhrscheinlich-
keitsmal}

Sei 2(Q) eine Ereignisalgebra, A und B Ereignisse in £(£2), und W ein Abbildung von X in R. Dann ist W ein
WabhrscheinlichkeitsmaR (eine Wahrscheinlichkeitsverteilung), wenn gilt: (1) Positivitit: W(A) = 0,VA € Z;
(2)Additivitdt: AN B = @ = W(A U B) = W(A) + W(B); (3) Normierung: W(Q) = 1

Wahrsch.raum

Das Paar (Z, W) heiRt Wahrscheinlichkeitsraum.

Rechengesetze

(1) unmégliches Ereignis: W(@) = 0; (2) W(4) < 1,VA € Z; (3) Gegenwahrscheinlichkeit: W(A") = 1 — W(4);
(4) A € B = W(A) < W(B),VA, B € I (5) Siebformel: W(A U B) = W(A) + W(B) —W(AN B),VA,B € 3;
(6) Hat X héchstens abzahlbar viele Elementarereignisse {e;: i € I}, dannist Y.;:c, W(e;) = 1

Dichtefunktion:

Ist Z(Q) kontinuierlich, ist die Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses gleich 0. Summation nicht méglich.
Stattdessen: normierte Dichtefunktion f(x) : fm f(x) dx = 1. Daraus folgt Wahrscheinlichkeit W(A4) = fA f(x) dx

G. d. gr. Zahlen

lim,,_,, f,(E) = W(E) Der stochastische Limes der relativen (empirischen) Hiufigkeit des Ereignisses E ist W(E).
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Kombinatorik

Gleichwahrsch.

Sind von den Elementarereignissen {ey, ..., e,,} alle gleichwahrscheinlich, so gilt: W(e;) = W(e,) = - = W(e,,) = i

Laplace Regel

Ist A ein Ereignis, das sich aus g Elementarereignisse zusammensetzt, dann gilt: W(A) = LA M
m mogliche Fille
z.B.: Wahrsch, dass sich beim Roulette in einer Serie von 10 Wirfen keine Zahl wiederholt: g = 37-36- ...-28;m = 3710

z.B.: Wahrscheinlichkeit, dass in einer Serie von 37 Wirfen jede Zahl vorkommt: g = 37!,m = 3737

Variation ohne
Wiederholung

Eine Variation V' ist eine Auswahl von k Objekten aus einer Menge von n Objekten, bei der die Reihenfolge der Auswahl

= (ni!k)! = (nnPrk)

wichtig ist. Anzahl der Méglichkeiten, k von n Objekten auf k verfligbare Platze zu platzieren. V!

Permutation

Sonderfall der Variation mit k = n. V" = n!

Eine Kombination Cf ist eine Auswahl von k Objekten aus einer Menge von n Objekten, bei der die Reihenfolge der

Kombination n

. . . . . T _ n! _
(Binomialkoeff.) :Auswahl keine Rolle spielt. Es gilt: C}} = (k) = oo = (nnCr k)
Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Bedingte rela- f(A|B) = h(405) \wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B

tive Haufigkeit

h(B)
(z.B: sei A...weiblich; B...krank. Dann ist f(4|B) der Anteil von Frauen in der Untergruppe der Kranken.

Kopplung

f(A|B) > f(A) deutet auf eine positive Kopplung, f(4|B) < f(A) auf eine negative Kopplung.

Bedingte Wahr-
scheinlichkeit

, w w w Produkt-
lim,o £, (A1B) = W(A|B) = 022 W(B|4) =HE2EE |\ TOCEE w4 0 B) = W(AIB) W(B) = W(B|4) W(A)

Zerlegung

Die Ereignisse By, By, ..., By, bilden eine Zerlegung von Q, wenn gilt (1) B, N B; = @,i # j (2) B;UB, U ..UB, = Q

Totale Wahrsch

Sei By, By, ..., By, eine Zerlegung. Dann gilt: W(A) = W(A|B,) W(B;) + --- + W(A|B,) W(B,,)

Satz von Bayes

) ) . W(4|B) W(B;) W(a|B) W(B;)
Sei By, B,, ..., By, eine Zerlegung. Dann gilt: W(B;|4) = ‘\NI(A) == W(A\Bl)W(Bl)i‘-~l~+W(Al\Bm)W(B‘m)

W(B;) ... a-priori-Wahrscheinlichkeit von B; W(B;|A) ...a-posteriori-Wahrscheinlichkeit

Bsp: Bauteil kommt zu 20% von Firma F;, zu 30% von Firma F,, zu 35% von Firma F; und zu 15% von Firma F,. Wahr-
scheinlichkeit eines Ausfalls innnerhalb von x Stunden: 0.02 Fa. 1, 0.015 Fa. 2, 0.025 Fa. 3, 0.02 Fa. 4. Ein Bauteil fallt nach
x Stunden aus. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit dass er von Firma F; kommt.

Lsg: W(F,) = 0.2; W(F,) = 0.3; W(F;) = 0.35; W(F,) = 0.15. Ereignis A: ,Bauteil fallt aus nach x Stunden®.
a-priori-Wahrscheinlichkeit It. Angabe: W(A|F;) = 0.02; W(A|F,) = 0.015; W(A|F;) = 0.025; W(A|F,) = 0.02

Gesuchte a-posterori-Wahrscheinlichkeit W(F;|A) = WOl )WV:;AJT)IVV\(;Z‘F Wi
1 1. 4. 4.

Unabhingigkeit :Ereignisse A, ..., A, sind unabhingig, wenn W(4, N ..N A,) = W(4,) - ...- W(4,)
4-Felder-Korr, p= __W@ans) W) WE)_, —1<p <1;p>0..positivgekoppelt; p < 0... negativ gekoppelt; p = 0... unabhangig
: W@ W@EHYWBE)WEBE)’ —r=" ! !
Test auf Unabh. {Wenn |\/ﬁ . p| > 2 wird die Annahme der Unabhéngigkeit abgelehnt (mit der Wahrsch. einer Fehleinschdtzung von 5%)

Diskrete Verteilungen

Dichtefunktion

Bei diskreten Verteilungen ist die Dichtefunktion f,(x) = W,({e;}) fur x = {e;}, sonst 0

Wahrscheinlichk.

W, (E) = Syer fx (k) |Verteilungsfunktion: [F, (x) = Sy fic(k) = Ser Wy ()

Erwartungswert Sei g: Ny — R eine beliebige Funktion. Dann ist Ey[g] = E[g(X)] = Ycn, (k) fx(k) die Erwartung von g(X)
Mittelwert Ist g(k) = k, dannist E[g(X)] = E[X] = Xyen, k fx (k) die Erwartung bzw. der Mittelwert von X.

Der Mittelwert ist ein Linearer Operator: E[aX + b] = E[aX] + b; E[X, + X,] = E[X,] + E[X,]
Varianz var[X] = E[(X — E(X))?] = E[X?] — E[X]?. Es gilt: var[aX + b] = a? var[X]. Invariant gegen Translation.

Std.abweichung

o[X] = Jvar[X] = \/E[XZ] — E[X]? . Es gilt: o[aX + b] = |a| o[X]. Invariant gegen Translation.

Zufallsvektoren

Zufallsvektor

Eine multivariate Zufallsvariable }?, deren n Komponenten diskrete Zufallsvariablen sind. z.B. 2x Wiirfeln: X= {X1,X,}

Dichtefunktion
Zufallsvektor

Die Funktion fgz(ky, ..., k), die dem Ergebnis (ky, ..., k,,) eine Wahrscheinlichkeit unter der Verteilung von X zuordnet.
fe(ky, ..., ky) = Wg(ky, ..., k) =W(X, =k, Nn...NX, =k,)

Randverteilung

Die Randverteilung der Komponente X; wird durch Summation Gber ,,alle Gibrigen Komponenten” berechnet

Unabhéngigkeit

Sei X = (X1, X,)ein diskreter Zufallsvektor mit der Dichte f5(k;, k;). X; und X, sind unabhéngig, wenn fiir alle (ky, k;)
gilt: fg(ky, kz) = WXy = kg N Xy = k) = WXy = k) WX, = k) = fxl(k1) fxz(kz)-
AuRerdem: Sind X, und X, unabhingig, dann gilt: E[X, - X,] = E[X,] - E[X,]

Kovarianz:

cov[X,, X,] = E[X;X,] — E[X;] E[X,]. X; und X, sind unkorreliert, wenn cov[X,, X,] = 0. X;, X,unabh. = X,,X, unkorr.

Korrelations-
matrix

R cov[X;Xj] cov[X;X}]

= = Symmetrisch, positive semidefinit. Enthalt in der Diagonale 1.
\/cov[Xi,Xi] cov[Xj,Xj] Jvar[Xd var[X,']

Bedingte Dichte

Sei X = (X,,X,) ein diskreter Zufallsvektor mit der Dichte fz(ky, k,) und den Randverteilungen f; (k) und f, (k,).

. _ fy(kl'kz)
Dann ist f(kq|k,) = )

Alternativvert

eilung (Bernoullie-Experiment)

Die Alternativvert
Wabhrscheinlichke

eilung Al(p) représentiert einen einzelnen Versuch mit nur zwei méglichen Ausgangen (,Erfolg” und ,Misserfolg“). Die
it eines ,Erfolgs” sei p. Al(p) = Bi(1,p)

Dichtefunktion

f(k) = WX = k) = p“(1L—p)* * .. k € (0,1};
f(1) = p ... Wahrscheinlichkeit fur Erfolg; f(1) = 1 — p ... Wahrscheinlichkeit fiir Misserfolg

Erwartung

EX)=p |Varianz: var[X] = p(1 —p)
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Binomialverteilung (Ziehen mit Zuriicklegen; wiederholter Alternativversuch)

Der Anteil der Objekte mit einer Eigenschaft E in der Grundgesamtheit sei p. Es werden n Objekte gezogen und wieder zuriickgelegt. Die
Anzahl der gezogenen Objekte mit der Eigenschaft E ist eine diskrete Zufallsvariable X mit der Verteilung X~ Bi(n, p).

Dichtefunktion

f(k)=WX =k) = (Z) p*(1 — p)" % = BinomialPdf(n, p, k) ... Wahrscheinlichk. von k Erfolgen bei n Wiederholungen

Verteilungsfkt.

F(x)=WX <x) = ZL":JO f(k) = BinomialCdf(n, p, k) ... Wahrscheinlichkeit von héchstens k Erfolgen bei n Wiederh.

Erwartung E(XX) =np |Varianz: §var[X] =np(l—p) |Standardabweichung: §0[X] = \Jvar[X] = \/np(1 — p)
Schatzer p p= % mit m...beobachteter Wert von X ‘EW—Wert von p E[ﬁ] = ¥ = % = p (unverzerrt)

Varianz von p

N var[X] _ np(1-p) _ p(1-p) _ p(A-p)
Var[p]= R = L

Hypergeometrische Verteilung (Ziehen ohne Zuriicklegen)

Grundgesamtheit der GroRRe N. Davon haben M Objekte die Eigenschaft E. Es werden n Objekte gezogen und nicht zuriickgelegt. Die Anzahl
der gezogenen Objekte mit der Eigenschaft E ist eine diskrete Zufallsvariable X mit der Verteilung X~ Hy(N, M, n). Bsp: Lotto 6 aus 45.

Dichtefunktion:

(%)(ﬁ:ﬁ:) (M nCr m)((N—M) nCr (n-m))
f(m) = WX =m) = —(N = acrm)

n.

... Wahrscheinlichk. von m Erfolgen bei n Wiederholungen

nM(N-n)(N-M)

Erwartungswert ‘E[X] = %; mitp & % = E[X] =np ‘Varianz: évar[X] =~ D ;mitp & % = var[X] =np(1 — p)%
Schitzer M: M= N% ‘Erwartung von M: E[IVI] = N% = N%% = M (unverzerrt)
—~ —~ 2 —_ _ M — —-M
Varianz von M: var[M] =N? —VarEX] = N—an(Nz W) MWW
n n NZ(N-1) n(N-1) ;
Schitzer N: N = M% mit m...beobachteter Wert von X |Erwartung von N: E[N] ~M ﬁ = N (nicht exakt erwartungstreu)
Py R R (RS
Varianz von N: var[N] = M
nM(N-1)
Beispiel 1: Wahrscheinlichkeit eines ,Vierers” beim Lotto ,6 aus 45“: W(X = 4) = © ncr”gf;jr):)cr ) - 0.00136
Beispiel 2: Bei einer Lieferung von N=1000 Widerstanden sind M=20 Stiick defekt. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit in einer
piet & Stichprobe von n=50 mehr als 2 defekte Stiicke zu finden? W(X > 2) =1 - W(X < 2) = 1 —f(0) — f(1) — f(2) = 0.0736|
In einem Teich werden M = 200 Fische markiert. Spater werden n = 100 Fische gefangen, von denen m = 21 eine
Beispiel 3: — - NZ(N-n)(N— 2(952— -
P Markierung aufweisen. N = M = = 200& ~ 952; G[N] = \/N W-mW-M) _ \/952 (952-100)(952-200) ., 175
m 21 nM(N-1) 100:200(952-1)
Poissonverteilung

Die Poissonverteilung Po(A) entsteht aus der Binomialverteilung durch den Grenziibergang n — o unter der Bedingung np = A.
Ist die Wartezeit zwischen zwei Ereignissen exponentialverteilt, dann ist die Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheit poissonverteilt.
Beispiel: Anzahl X Zerfélle pro Zeiteinheit bei einer radioaktiven Quelle, Ankiinfte von Kunden, allg. ,seltene Ereignisse”.

Die Wartezeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen ist exponentialverteilt mit Ex(1/1)

f(k) = limy_0 (n) (i)k (1 - i)n_k L - PoissonPdf(4, k)

Dichtefunktion: k) \n N k!
Wahrscheinlichkeit von genau k Ereignissen in einem Intervall, wenn man im Mittel A Ereignisse pro Intervall erwartet.
k
Verteilungsfkt.: (F(n) = T,}zol—ye"1 = PoissonCdf(4, n) ... Wahrscheinlichkeit fiir héchstens n Ereignisse, wo man im Mittel A erwartet.

k.

Erwartung: E[X]=2 |Varianz: §var[X] =1 |Standardabweichung: §0[X] = Jvar[X] = V2
Schatzer A: A= %2?:1 k; ‘Erwartung A: E[i] = %2?:1 E[X;] = A (unverzerrt) ‘Varianz von ;var[i] = %Z{;l var[X;] = %

Multinomialverteilung

Verallgemeinerung des Alternativversuchs mit statt zwei nunmehr d Ausgéngen {e,, ..., €4}, denen die Wahrscheinlichkeiten {py, ..., pq}
zugeordnet sind, so dass p; + -- + p; = 1. Insgesamt n Wiederholungen. Sei X; die Anzahl der Félle, in denen das Ergebnis in die Gruppe i
fallt, dann ist der Zufallsvektor X = (X4, ..., X4) multinomial verteilt mit X~ Mu(n, py, ..., Pa)

Dichtefunktion:

f(ny, ..., ng) = nl,n—lnd, (Pill Py p;ld) ... Wahrscheinlichkeit von jeweils n; Ereignissen in Kategorie i bei n Wdh.

Erwartung n;

E[n;] = n;p; |Varianz von n;: var[n;] = n;p;(1 — pi)|Kovar.:§cov[ni,nj] = —n;p;p; |Kovar.matrix: | C;; = &;np; — np;pj
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Stetige Verteilungen

Dichtefunktion

Die Wahrscheinlichkeit Wy (A) eines Ereignisses A lasst sich mit der Dichte fx(x) berechnen: Wy (4) = fA fx(x) dx

Verteilungsfkt.

Die Verteilungsfunktion Fy(x) ist definiert durch Fy(x) = W (X < x). Es gilt: Wy (x; < x < x;) = Fy(x;) — Fy(x;)
Eigenschaften: (1) 0 < F(x) < 1; (2) x; < x, = F(xy) < F(xy); (3) lim,,_,, F(x) = 0; lim,_,, F(x) =1
Fe(x) = 7, f(x") dx’

Quantilsfunkt.

x = Fy*(a) ist die Quantilsfunktion. @ = 0.25,a = 0.5, = 0.75 ... ,Quartile”. Quantil @ = 0.5 ... ,Median“.

Erwartungswert

Ex[g] = E[g(X)] = ff‘; g(x) fx(x) dx. |Mitte|wert' gE[X] = f_m x fx(x) dx (Erwartung, Mittelwert) Linearer Operator.

Varianz

var[X] = E[(X — E(X))?] = E[X%] —E[X]? = f_ (X — E(X))? fx(x) dx. Es gilt: var[aX + b] = a? var[X].

Std.abweichung

o[X] = \/var[X] = \/E[X?] — E[X]2 . Es gilt: 6[aX + b] = |a| 6[X]. Invariant gegen Translation.

Moment

Verallgemeinerung von Erwartung und Varianz: E[(x — a)¥] = ffooo(x — a)* fy(x) dx heiRt k-tes Moment.

Multivar Dichte :Eine normierte Funktion f(xy, ..., X;,) ist pot. Dichtefunktion des Zufallsvektors X. Es gilt Wy (4) = fA fx(xq, e, x) d™x
Randverteilung Dichte der Randverteilung: f;(x;) = ff‘; fx(xq, e, x) dxq ndx;_qdxiyq ... dxy
Unahbhingig Sei X = (xq,%3). F)arTn sind X; und X, unabhangig, wenn f5(x1, x,) = fi(x1) f5(x3)

X, und X, unabhingig = E[X,X,] = E[X,] E[X,]
Bedingte Dichte :Sei X = (X;,X,) stetig mit Dichte f(x,,x,) und Randverteilungsdichten f, (x) und f,(x,). Dann ist fi2(x11x2) = f(xg;;)

_ . _ B Cealra) f1(x1)

Totale Wahrsch  f3(x) = [ f311 (2 |%) f1 (%) dxy |Satz von Bayes: fi2(nlx,) = 7= 7 5
Gleichverteilung
Die Gleichverteilung Un(a, b) ordnet allen Werten im Intervall [a, b] die gleiche Wahrscheinlichkeit zu
Dichtefunktion: if(x|a,b) = I[u,, (x) |Verteilungsfk : (x|a, b) = min (1 max (O — ‘Erwartg E[X] = 2 \Var.: var[X] (blz)z

Exponentialvertellung

Die Exponentialverteilung Ex(7) ist die Wartezeitverteilung des radioaktiven Zerfalls von Atomen und Elementarteilchen.
Sie ist ein Sonderfall der Gammaverteilung: Ex(t) = Ga(1, 7). 7 ist die mittlere Wartezeit.
Sind die Wartezeiten unabhingig und exponentialverteilt, dann ist der Prozess ein Poissonprozess gemaR Po(1/t)

Dichtefunktion:

f(x|t) = %e"‘/f Ij0,00) (%) |Verteilungsfunktion:%F(x|‘r) =(1—e¥") Ij0,00) (%)

Erwartungswert

ElX]=1 |Varianz: var[X] = 72 |Median, HW-Zeit: med[X] =t,,, =7In(2)

Normalverteil

ung

Die besondere Be

deutung der Normalverteilung No(u, 62) beruht auf dem zentralen Grenzwertsatz, dem zufolge Verteilungen, die durch

Uberlagerung einer groRen Zahl von unabhingigen Einfliissen entstehen, anndhernd normalverteilt sind.

_(x=w?

Dichtefunktion: if(x|u,0?) = —e 202 = NormalPdf(x, u, o) |Verteilungsfkt: F(x|u, 02) = %(1 + erf(%)) = NormalCdf(y, g, 0, x)
Erwartungswert  E[X] = |Var|an ar[X] = o2 |Median:§med[X] = y|WP v. f(x) beix = pu + J|‘/z Breite % Héhe:éHWHM =0+/2In(2)
0,20,30: w(lX — yl <o) = 68%; WX —ul <20) = 95%; WX — ul <30) = 99.7%;

Standardnormalverteilung

Die Normalverteil

ung No(0,1) wird als Standardnormalverteilung bezeichnet. Ist X~ No(u, 6%), dann ist Z ~No(0,1) (,Stand.score”)

Dichtefunktion:

(x) = Ee‘x ?/2 = NormalPdf(x, 0,1) ‘Verteilungsfunktion: §F(x|0,1) = NormalCdf(O,l,O,x)

Gammaverteilung
Die Gammaverteilung Ga(a, b) ist eine Verallgemeinerung der Exponentialverteilung und der y2-Verteilung

f i a-1,-x/b : . ~1g-x/b _ v(ax/b)
Dichtefunktion: if(x|a,b) = bar(a)x e I10,00)(x) ‘Vertenungsfkt.. §F(xla, b) = bal"(a)f x@ dx = @

Erwartungswert

E[X] = ab |varianz: var[X] = ab?

Standard-Cauchyverteilung oder Breit-Wiegner-Verteilung

Die Cauchy-Vertei

lung ist eine T-Verteilung mit einem Freiheitsgrad T(1). Sie hat keinen Erwartungswert.

Dichtefunktion:

_ 1

1
Sto arctan(x)

x) = ‘Vertellungsfunktlon x) =

(1+x2)

T-Verteilung

Die T-Verteilung T(n) ist eine Verallgemeinerung der Standard-Cauchy-Verteilung.

Dichtefunktion:

)

Vnu(n/2)

)—(n+1)/2

fx|n) = Erwartung: (E[X] = 0 firn > 1 |Varianz: var[X] = —firn >2

(1+%

x*-Verteilung

Die y2-Verteilung

ist die Gamma—VerteiIung Ga(n/2,2). Ist X~ No(0,1), dann ist X2~ y2(1)

Dichtefunktion:

f(x[n) = x/2-1g=x/2 I[wa)(x) F(x) = y(n/2,x/2) Varianz

r'(n/2)

Verteilungsfkt: Erwartung: E[X] =n svar[X] = 2n

2n/2 r(n/z)

Funktionen von Zufallsvariablen

diskrete Zuf.var

Sei X eine diskrete Zufallsvariable und Y = h(X), differenzierbar und eindeutig umkehrbar. Dann ist Wy, (k) = W, (h™1(k))

stetige Zuf.var.:

Sei X eine stetige Zufallsvariable und Y = h(x), diffbar und eindeutig umkehrbar. Dann ist f, (y) = fy(h™1(y)) |% h‘l(y)|

Beispiel: fy(x) = %sin(x) ;Y =cos(x) = f,(y) = %sin(arccos(y)) %arccos(x)| = %sin(arccos(y))% = %

Zufallsvektor:

Ist X ein stetiger Zufallsvektor und ¥ = h(%), diffoar und eindeutig umkehrbar. Dann: f;() = fg(H‘l(ﬁ)) det |a_yﬁ_1(}7)|
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Addition von zwei unabhangigen Zufallsvariablen (Faltung)

X+ X,

Seien X; und X, zwei unabhéngige Zufallsvariable mit der gemeinsamen Dichte f(xy, x;) = f; (x;) £, (x,).

Dann hat X; + X, die Dichte g(x) = [f; * f,](x) = ffom £, (x — x,) £,(x,) dx, = f:o £, () f(x — x;) dxg

Normalverteilg. :Sei X;~ No(u,, o) und X,~No(u,,02) = (X; + X,)~No(u; + py, 02 + a)
Poissonverteilg. :Sei X;~Po(4,) und X,~Po(1,) = (X; + X,)~Po(4, + 1,)
x2-Verteilung  Sei X;~ x?(ny) und X,~ ¥%(n,) = (X; + X,)~ x%(n; + n,)

Fehlerfortpflanzung

Affine Trafo Sei X eine diskrete Zufallsvariable und Y = aX + b, dann ist E[Y] = a E[X] + b und var[Y] = a? var[X]
Linearkomb. Sei Z = aX + bY + ¢, dannist E[Z] = a E[X] + b E[Y] + ¢ und var[Z] = a? var[X] + b? var[Y]
Nichlin. Trafo Sei Y = h(X) eine beliebige nichlin. Funktion Dann: E[Y] = h(E[X]) + h'(E[X]) (x — E[X]) + %h”(E[X]) var[X], und
var[Y] = h'(E[X])? var[X] (,Gesetz der linearen Fehlerfortpflanzung*)
Beispiel U = RI = var[U] = (B—U >2varlRl + (B—U )2 var[I] = I? var[R] + R? var[I]
IR Ig[x] ol lg[x)

Vektor, lin. Trafo:

Sei X ein Zufallsvektor und H eine Matrix, und Y = HX. Dann: E[?] =H E[}?] und Cov[?] =H Cov[)?] HT

Vektor, allg Trafo:

Cov[)? ] (Z—z)T

Sei X ein zufallsvektor und ¥ = K()?) eine beliebige nichlin. Fkt. Dann: E[}_;] ~ H(E[)?]) und Cov[?] = (z—i)

Stichprobenfunktionen

Stichprobe Seien X;, ..., X, unabh. Zufallsvariablen mit derselben Verteilungsfkt F. Dann bilden sie eine Stichprobe der Verteilung F.
Stichprobenfkt Y = h(X, ..., X,,) heiRt Stichprobenfunktion
Stichprb.mittel X = —ZL 1 X; |Hat F Mittel u und Varianz var[X] = 62, dann: E[X] = y; var[X] = Var[x] Wenn F = No = X~ No (y, %2)

Zentr. GW-Satz Hat F das Mittel z und die Varianz a2, dann konvergiert die Verteilung von U = X\Fgegen die Normalverteilung
f : 212
Stichproben- - Lygn xRy Hat F die Varianz o2 j EE ]=0? N )
varianz T g L= Ist F = No(y,0%) = ——~x*(n—1); var(§?) = —1 ;T =55 ~T(n - 1);X,5% unabh.
yn
Stichproben- _ (Xwm+y2 ngerade  |Hat F den Median m und die Dichte f, dann gilt im Limes n — oo:
B X= - -
median %(Xn/z +X§+1) nungerade |E[X] - m;var[X] —» fz( )fuf f(m) > 0; X~No fiir f(m) > 0
Punktschatzer
Punktschatzer  iEin PS T ist eine Stichprobenfunktion, die einen moglichst guten Naherungswert fir einen Verteilungsparameter 9 liefert.
Erwartungstreu :Ein Punktschitzer T fiir den Parameter ¥ ist unverzerrt (erwartungstreu), wenn E4[T] = 9
unverzerrt Ein Punktschatzer T fir den Parameter 9 ist asymptotisch unverzerrt (erwartungstreu), wenn lim,,_,, Eg[T] = 9
MSE Mittlere quadratische Abweichung von T fiir den Parameter 9 ist: MSE[T] = E,[(T — 9)?]

MSE-Konsistenz

Ein Punktschatzer T fiir den Parameter 9 ist MSE-konsistent, wenn lim,,_, ., MSE[T]=0

MSE-Effizienz

Ein Punktschatzer T, ist MSE-effizienter als der Punktschatzer T,, wenn gilt: MSE[T, ] < MSE|[T,]

Ein Punktschatzer T ist effizienter als der unverzerrte Punktschitzer T,, wenn gilt: var[T;]| < varMSE[T,]

Effizi
tzienz Ein unverzerrter Punktschatzer T heiBt effizient, wenn seine Varianz den kleinstmoglichen Wert annimmt.
Es sei X3, ..., X,, eine Stichprobe mit der gemeinsamen Dichte g(xy, ..., x,[9) = [1ix, g(x;|9).
Fisher Informat. . . g .
Dannistly = E [—Eln(]'[ L elx |19))] =E [——1n(L(19|x1,. ,xn))] mit L(9|x, ..., x,,)...Likelihood-Funktion (s.u.)
Rao Cramer Die Varianz eines unverzerrten Schitzer fir den Parameter ¥ ist beschrankt mit var[T] = Il
2.
Verteilung F mit Erwartung u = X ist unverzerrter Punktschatzer von u
Verteilung F mit Erwartung p und endlicher Varianz 62 = X ist MSE-konsistent
— 2 —
] F=No(u,az)=X~No(,u,g—);1 =£;Xeffizientf[lru
Mittelwert 2 -
Schitzer F = Ex(1) = X~Ga; E(X) = 1,var(X) = Var(‘[) = I ;;X effizient fur T
=Po(1) = E(X) = 4; var(X) = var(1) == 1,1 = 1—1 X effizient fiir A
_ p(l P, _
F = Al(p) = E(X) = p; var(X) = var(p) = = Xeffment furp
Verteilung F mit Erwartung u und Varianz % = 52 ist unverzerrter Punktschatzer von o2
Varianz Verteilung F hat viertes zentrales Moment u, = var(5?) = 7“ ("(:)f)z und §2 ist MSE-konsistent
Schatzer 4
F =No(y,0?) = —= = 1)5 ~x*(n—1); var(§?) = %; I,z = ?; S? asymptotisch effizienter Punktschatzer fiir 2
Verteilung F mit Medlan m und Dichte f = Stichprobenmedian X ist asymptotisch unverzerrter Punktschatzer von m
Verteilung F mit Median m und Dichte f, symmetrisch = X ist unverzerrter Punktschétzer von m
Median Verteilung F mit Median m und Dichte f(;n) > 0 = Stichprobenmedian X ist MSE-konsistent
Schatzer F = No(y,02) = var(X) _ 2md?
F=T(3) = var(X) = - F o
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Maximum-Lik

elihood-Schiatzer

Likelihood- Sei X3, ..., X;, eine Stichprobe mit der gemeinsamen Dichte g(xy, ..., x,|9) = [TiL, g(x|9).

Funktion L Dann ist die Likelihood-Funktion L(9|xy, ..., x,) = [T, g(x;|9)

ML-Schitzer Der plausible oder ML-Schitzer 9 ist jener Wert von 9, bei dem L(9|x;, ..., x,) — max (oder In(L(d|x, ..., x,,)) = max)
Bernoulli F = Al(p) = p = X (unverzerrt, effizient) |Poisson: F = Po(1) = 1 = X (unverzerrt, effizient)

Exponentialvert (F = Ex(7) = % = X (unverzerrt, effizient) [Normalvert.. F = No(u, 6%) = ji = X (unv.,eff.), 6% = nT_lSZ (unv., asymp.eff)
Gleichverteilg. 'F = Un(0,b) = b = max;(X,) asymptotisch unverzerrt; E[l;] = %;var[f)] = %

Satz

ILVE),L'®),1;,(¥) VO undist E[(In(L))'] = 0 = 4 ist asymptotisch normalverteilt mit Mittel 9 und Varianz 1/ 1,(9)
= 9 ist asymptotisch unverzerrt und asymptotisch effizient = 4 ist konsistent

Intervall-Scha

tzer (Konfidenzinterwalle)

Konfidenzinterv

Ein Intervall mit den Grenzen G, und G, heiRt Konfidenzintervall mit Sicherheit 1 — a, wenn W(G; <9 <G,)=1—«

symmetrisch:

W(9 <G)=W(I =G,) |I|nksse|t|g. W(=0o<9<G6)=1-a |rechtsse|t|g.§W( G<9I<0)=1—a

Mittelwert
Alternativ-
verteilung

Stichprobe aus Al(p). Fiir groRe n ist p = X~ No (p, p(lep)). Standardscore Z = %~ No(0,1) =
W(_Z1—a/2 sZ< Zl—u/Z) =l-a= W(ﬁ -z ,Eﬂ[ﬁ] SPp<P+ziap U[ﬁ]) =l-a

Mittelwert Nor-
malverteilung,
o? bekannt

Stichprobe aus No(u, 2). X~ No (;4 ) Standardscore Z = \F No(0,1) =
W(=20/ SZ< 21 gpp)=1—a = WX —2y_g0/VnSp <X+ 2 4po/n)=1-a

Mittelwert Nor-
malverteilung,
0?2 unbekannt

Stichprobe aus No(i, 02). X~ No (y, 0—2) Standardscore T = 7/;‘/’1~ Tn—-1) =

W(—t1 7 ST S t75,) = 1—a = W(X —t]7 a/ZS/\/—<u<X+t1 apSINn) =1—a

Mittelwert Stichprobe aus Ex(7). T = ¥, X; = nX~ Ga(n, 1) = ;~ Ga(n, 1) =
Exponential- T
verteilung: W(ya/z'"'l sIs Y1‘“/2'”'1) =l-a=W (yl_a 21 st= Y, Z,n,l) =l-a
Mittelwert Stichprobe aus Po(1). K = ¥, X; = nX~Po(n1) =~ Ga(K,1) =
Poisson- _ Ya/2n1 Yi—ak+11) _
verteilung: W(y“/z""l sKs V1—a/2,1<+1,1) =l-a=W (T == T) =1l-a
Mlt.telyvert Stichprobe aus beliebiger Verteilung. Grenzwertsatz: Fiir groBe n = Z ~ ——~~No(0,1) =
beliebige a o Sspn
Verteilung W(=2i_qp SZ<21gp) =1—a = WX = 21_opS/NM S U< X +21_4S/Vn) =1 -«
" — 2
Varianz Stichprobe aus No(u, 62). Schatzer (n 1)5 ~x*(n-1) =
Normal- 2 2
2 (n-1)s2 (n-1)s 2 (n-1)s _
B e et L :W(m“ <i)-1-e
Stichprobe aus Al(p) Standardscore Z = — ~ No(0,1) (fiir groRe n)=
Mittelwert W(_Z1—u/z [p] =z a/z) =l-a= W(P —Z1qp0 SPSP+2 a/za) =1—-a
Alternativ- . .k . . . . R 5(1—p)
verteilung Bootstrap-Methode: Schitze p = - aus n-fach wiederholtem Bernoulli-Experiment; schatze G = -
“ . .k . . . N ~ 0,5(1-0,5)
,Robuste” Methode: Schatze p = - aus n-fach wiederholtem Bernoulli-Experiment; schatze G = /T
Hypothesentests

Nullhypothese

Man testet stets, ob die Beobachtungen Anlass dazu geben, die Nullhypothese H, zu verwerfen.
Z.B.: Hy=,Neues Medikament ist nicht besser als altes Medikament” oder H,=,Kein neues Teilchen gefunden”

Alternativhyp.

Die Alternativhypothese H, beschreibt in der Regel die eigentlich interessierende Annahme, die sogenannte Arbeitshyp.

Teststatistik

Aus der Stichprobe wird die Teststatistik T berechnet. Abhédngig von H,, wird der kritische Bereich C von T bestimmt. Fallt
der Wert von T in den Bereich C, wird H, verworfen, ansonsten vorldufig beibehalten.

Fehler 1. Art H, wird verworfen, obwohl| H, zutrifft. (,Behaupte, neues Teilchen gefunden zu haben, obwohl falsch”)
Fehler 2. Art H, wird beibehalten, obwohl H,, falsch ist. (,Ubersehe neues Elementarteilchen”)
Signifikanzniveau :C so, dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art gleich dem Signifikanzniveau a ist. « = W(T € C|9 € H,)
Gilte Fiir eine Gegenhypothese H, kann die Wahrscheinlichkeit B(H,) fir einen Fehler 2. Art bestimmt werden.

1 — B(H,) ist die Glite fur H;. Sie sollte nie kleiner als a sein, dann ist der Test unverzerrt. 1 — (H;) = W(T € C|9 € H,)

Tests fiir alternativverteilte Stichproben

T =Y, X; ~Bi(n,p); Hy ablehnen, wenn T ,zu groR”. = Ablehnung, wenn Y1 (rll) pi(l—p)i<a

Bsp: Hersteller behauptet, dass nicht mehr als 2% eines Bauteils fehlerhaft sind. In einer Stichprobe n=300 sind 9 Stiick
Hy:p < py defekt. Kann die Behauptung des Herstellers mit Signifikanzniveau 5% widerlegt werden?
Hy:p > po 300 (300) 0.02{(1 — 0.02)%°°~( = 0.1507 > 0.05 => Behauptung des Herstellers nicht widerlegt.

NnPo ~

Alternativ: Anndherung bei groRen n durch No(np, np(1— p)) = Ablehnung, wenn —m > 7_q~No(0,1)

Hy:p = 1y Wie oben, bis auf: H, ablehnen, wenn T ,zu klein“. = Ablehnung, wenn % < z,~No(0,1)
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Tests fiir poissonverteilte Stichproben

T =YL, X; ~Po(nd) ; Hy ablehnen, wenn T ,zu groR“. = Ablehnung, wennT > P;_, .3,
Bsp: Fabrik will, dass taglich im Mittel nicht mehr als 25 defekte Bauteile hergestellt werden. Eine Stichprobe von 5 Tagen

Hp: A < 2 ergibt 28,34,32,38 und 22 defekte Bauteile (Summe 154). Wurde das Ziel erreicht?
Hyi:A> A T = 154; Py 995.,5 = 152 Hypothese mit Signifikanzniveau von 1% widerlegt.
Alternativ: Anndherung bei groRen n durch No(nA, ni) = Ablehnung, wenn TJg" > z,_o~No(0,1)
0
Hy: 1= 2 Wie oben, bis auf: H, ablehnen, wenn T ,,zu klein“. = Ablehnung, wenn T\/_gn < z,~No(0,1)
0

Tests fiir exponentialverteilte Stichprobe

T :% n X, =X~Ga (n,Tn_”) ;€ =[0,Q4/2) U [@1-g/2, 2] mit Q,...Quantil von Ga (n,%“) = Ablehnung, wenn T € C

Hy:t =71
0 0 Gite=1—B(ut) =W(T €C) = G(Qa/z) + (1 - G(Q1—a/2)) mit G...Verteilungsfkt von Ga n,%’. Nicht unverzerrt!

Tests fiir normalverteilte Stichproben

Ho:pp = o T = f;—\‘/t?‘z)N No(0,1);C = ]—m,za/z] u [zl,a/z,m[ mit z,,...Quantil von No(0,1) = Ablehnung, wenn |T| > z;,_,,
Hy:p # po

o2 bekannt Gite=1-B(W) =W(T €C) = G(za/z) + (1 - G(zl,,l/z)) mit G...Verteilungsfkt von No (M, 1). Unverzerrt.

Hof# = Uo T = i;—&}‘f~ No(0,1); € = [2,_4, %[ mit z,,...Quantil von No(0,1) = Ablehnung, wenn T > z,_,.

g%'éle;fﬁt Gute=1—B(w) = W(T € C) = 1 — G(z,_,) mit G...Verteilungsfkt von No (@, 1). Unverzerrt.

ZO-:Z ; Zo T= (i/_\/‘%’) ~T(n—1);C = ]—o0,t773] U [t]45, o[ mit t7~*..Quantil von T(n — 1) = Ablehnung, wenn |T| > t]=1,
1- 0

o2 unbekannt iGite=1—B() =W(T €C) = G(Za/z) +(1- G(Z1_a/2)) mit G...Verteilungsfkt von T (n - 1@) Unverzerrt.

HO:# =U _ _ 2 2 T
LY T:X—Y~No(0,%"+%);2= Xy

H%:‘u’z‘ # 1y of /n+aj/m
Oy,0y bekannt

~No(0,1);C = ]—00, za/z] V] [21—a/2: 00[ = Ablehnung, wenn |Z| > z;_/,

Ho: e = 1y 5 (-1)sZ+(m-1)s3 %7 ntmez
Hyzphy # 1y S§% = — g T = o ~T(n +m — 2) = Ablehnung, wenn |T| > tg)
0,=0, unbek.

N
Hq:0? = a§ T =27U% _y2(5 — 1) = Ablehnung, wenn T < Xa/an-1 0der T > x3_g 201

Hy:0% # of 2 "
1, 02 unbekannt Gite=1—p(uw) =G (U—‘;xi/z) + (1 -G (U—gxf_a/z)) mit G...Verteilungsfunktion von x?(n — 1). Nicht unverzerrt!

[ ) 5
Ho:0x = oy T = ‘;—’;~F(n —1,m—1) = Ablehnung, wenn T < F,,;, oder T > F;_,/,
y

H:07 # o

Ho:p = o (R—110)

Hy:u < pg T = Tﬁo~T(n —1);C = [t]=4, o[ mit t2~*...Quantil von T(n — 1) = Ablehnung, wenn T > t=}
o unbekannt

x%-Test

Priife Hypothese Hy: Stichprobe entstammt konkreter Verteilung F, (Parameter bekannt).
e Beobachtungen gruppieren. Beobachtete Gruppenhaufigkeit ny, ..., n,. Erwartete Gruppenhaufigkeiten unter Hy: np;, ..., npy
o Keines der np; sollte < 10 sein; nicht zu viele Gruppen (ca. 10)
P )2
o TestgroRe: T = Zﬁ‘zl%»vxz(k — 1) fiir groRe n.
e Verwerfen, wenn T > x%_, ;1

Prife Hypothese H,: Stichprobe entstammt Verteilung F, (Parameter unbekannt).
e Beobachtungen gruppieren. Beobachtete Gruppenhaufigkeit ny, ..., n,. Erwartete Gruppenhaufigkeiten unter Hy: np;, ..., npy
o Keines der np; sollte < 10 sein; nicht zu viele Gruppen (ca. 10)
e Schatze Parameter der angenommenen Verteilung aus Stichprobe (z.B. ML-Schatzer)

—mPH:)2
o TestgroRe: T = Zﬁ‘zl%»vxz(k — 2) fiir groRe n.

13

e Verwerfen, wenn T > x%_, ,_,» mit m... Anzahl geschétzter Parameter

Kolmogorov-Smirnov-Test

Prife Hypothese H,: Stichprobe entstammt konkreter Verteilung F, (Parameter bekannt).
o TestgroRe: D, = |F,(x) — Fo(x)| mit F,(x)...Verteilung in der Stichprobe, D,, maximale absolute Abweichung zwischen F,, und F,
e H, wird abgelehnt, wennvnD, > K;_, mit K(x) = 1 — 2¥%_ (—1)k" 12"
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