Merkzettel ,Vektoren und Matrizen” Il
24.05.2024

Vektoren in R2

5 > — - a
Gerade Parameterdarst. | g: X = 04 + sd|Normalvektorform: {g:7i-X =7 -0P Normalvektorablesenausax + by =c - n= (b)

222:;5;2: i) |ﬂ . | |m5 . ﬁ| Normglvektur ablf;en aus Rici}l[tungsvektor d: Flache 4 |ﬁ < El
- ,g) = MNy| = —=— - - - . =
formel: g 0 |7 a (y) - ( x ), n, (—x) Parallelogramm:

Vektoren in R3

a
Ebene in Parameterdarstellung: | &: X = 04 + sd + tb |Normalvektor 7i, ablesen aus ax + by + cz = ¢ » 7, = (b), oder: i, = d X b
c
Hessische = | APl | - o @b _ gno .
Abstandsformel: d(g,¢e) = |AgP£ n0| = Winkel d,e:  i¢p =90 arceos e = 90° — arccos(d, - by)
b ayb, — a,b o
Kreuzprodukt % * vUE 4 |a X b| =|d|- |b| -sina;
(,4UR. Prod.") o x| by | =| ~(acb; —a:b.) i x b| = 0,dann sind @ und b parallel
»auB. . aQ, b, a.b, — a,b, wenn |@ X b| = 0,dann sind @ und b paralle
Schneide — N > N . LT U N Tra TN P L o2
Ebene/Gerade €=g=0A, +sd. +th, = 04, + sd, = GLSIésen |d x (b x ¢) =b(d &) —&(d- b) (@xb) =a’b®-(d-b)
Spatprodukt: Volumen Parallelepiped aufgespannt von @, b und &V = @ - (B x )= b-@xad) =2 (dax B)

Vektorrechnung in R" allgemein

Skalarprodukt . I e Linearitat: X+y)-Z=X-Z+y-Z; (s¥)-§=s& y);

pro; X-y=Yrt xy;=xT1yd-b=|dl-|b|-cosa & 2 5 7 (s%)5=sEy)
(,,kanon. inn. G5, = %y, = Bty Lo _ o Symetrie:X-y=y-%;
Produkt*) (= %Y= O0yXij wenn|d-b[=0-d Lb positive Definitheit: ¥ - X > 0;¥- X =0 X% =0
Euklid. Norm L X p-Norm: I%ll, = p\/ Tl P
(,Lin .e”)' a, || = /a,Z( + a2 +a? Winkel X,¥: i = arccos————=— = arccos(¥,.5)
oLanger) a, 11 “ I ler-Norm:  [1£l, = Tk x|
Skalare Pro- ol _=.7 _ » b |Vektorprojektion W2 ® _ (= B\NB _ (s B \y Reflexionv.ii, N
ektionam b: 138l =d bo=d g | a; a5 = |la;]15, = (@ ubu) ol ( ub||2) anEbeneii e T U 2Un
Sonstiges: lIs?|| = s||B|l; Einheitsvektor d, = ﬁ; AB = 0B — 04; Halbierungspunkt H = %; Gerade: X =0A+t-a

Vektoren in allgemeinen linearen Vektorraumen

=,

Def.:Linearer G+ 3 =9+ @+3)+W=0+@+w); Z+0=

Vektorraum: (st) =s(t?); (s+t)V =sv+tv; s(U+ V) =su + s7; 19
Euklid. Vektor- Vektorraum tiber R mit def- :Linearitat: (U + U, W) = (i, W) + (¥, W); (sU, D) = s{ii, ¥); Symetrie: (U, D) = (¥, U);
raum (V,(--)):  iiniertem Innerem Produkt:  pos. Definitheit; (i,1) = 0; (U,U)=0=u=0

Norm. Vektor- iVektorraum uber K

raom (VL1 I mit cefimerter Norm = 2% = Il Qlsll = Is1IEI) & (1% + 31 < 121+ 191D A (121 2 0; 2] = 0 = £ =)

Euklidische - o 5 o . (X, ) Cauchy-
. %, = /(% %) |Abstand: d(X,y) = ||X — ¥|l, |Winkel:i¢p = arccos—s——=— .
lI%]l; = (X, %) 2 @ IZIL07,  |Schwarz:

2 oy < RN 15
Norm (Lange): X ) < 1% 117112

Dreiecksungl.: %, B € V, (V. |1~ ID: Ik + 2l < [l + 1201; [l — I%]1] < |1i — @l |Pythagoras: X Ly IX + 113 = I%113 + Iy113

Lin. unabhangig s, B, + 5,3, + - + 5, B, = 0 = wenn w. A.nur mit allen s, = 0, dann ist ¥, ... By L. (¥, ... B # 0)

Unterraum (UCV)A (T, €U =B, +7, EU)r(DEU= st EU) [dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U n W)

Direkte Summe V=U®W=>(V=U+W)A(U0W={6})

] N N N N (bow ) W
Gram-Schmidt  Geg.:B = {by, by, bs}; Wy = by; Wy = $y,Wy + by; Ws = $3,W, + S3,Wp + by 53 = — (W‘_W’v); ¢ = T
Pig) L

ist ONB,wenn (b;,b;) = 8;; |In ONB: (%,B;) = x;

Orthogonalbas.: i B ist 0GB,wenn (b;, b;) = 0:Vi # j ‘Orthonormalbasis
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Gleichungssysteme

Rang(A|B) = Rang(4) < b € Bild4) b-Z=0:vZ € Kern(4™)

’BLsg.: §Rang(A|l_)') # Rang(4)

Rang(All_;) = Rang(4) =n < det(4) # 0 ‘EOOLsg.: idet(A) #0nA Rang(A|E) = Rang(4)

Losen von 3x3 Gleichungssystemen mit der Cramer-Regel:

ax+by+cz=d, a, by ¢ dy by ¢ a dy a; by dy|| =D y=2
a,x + by +c,z=d, |D=det|la, b, c¢;| Dy=det|d, b, c;| Dy,=det|la, d, c¢;| D,=det|la, b, d, by, P
asx + by +cz=d, a; by c3 dy by c3 a; d; cs a; by ds z=7
Differenzialgleichungssysteme
(D) =A%) + £(O) |EW: p(A) = det(A—AI) =0 |EV: ¥, , € Eigenraum(4;) = Kern(4 — 4,1) |Wenn n<g, HV: (4 — ,Dk = &;
Homogene |FUrjedenEVzu; € R: 37): = ¢, et Fur jeden 1. HV zu ; € R: 37)1 = cielit(h + t7;)
Ldsung: Firjeden EV U;; = d + ibzu Aj=a+if: P, = ce®(dcosft — Esinﬁt) + Cje‘”(l_;cosﬁt + dsinBt)
Partikuldre |2 . sin N 5 . - 2 R N N S 7 N - o S 2
Losung f(t) =a ot G =dsinwt +bcoswt|f(t) = @ + ft + pt2 + -, = d + bt + it* + - |f(t) = de“* Iy = de®*
BY(t) + Cy(t) =k(t) |[p() =det(C~2B)=0 G ,E€Kern(C~4B) = in
Hom. Lsg.: |Firjedes g; zu A; € R: 37): = ¢;(a; cos ut + B; sin ut)
Partikulire [K(t) = dsinwt; w # ; Yp = dsinwt |k(t) = dsinwt; 0 =y Y, = dtsinwt
Lsung: k(t) = Gcoswt; w # W ¥p = dcoswt k(t) = @coswt; w = W Yp=dtcoswt [K(t) = de®t: Y, = de®*
Nabla-Operator
2 @ _ v, 0v, 0,
Nabl ox Gradient ( ox \ Gradlent /6x ox  ox
abla s (2l = S Ny T — | D von ¥ T | vy 3y
Operator: V= o b (V)i vokn If(r) grad(f(7)) = V() 3y (vekto- grad(¥) =VQv 3 Oy 3y
K (skalar) U@ riell) vy Ovy vy
dz dz 9z 9z 0z
Divergenz v.(7) v.(P) Rechenregeln:
von V(7): . R = A _av® | 0vy(@® | av, (D
(wenn 0 = div Uy?g =v vygii T oy oz
’ v, (7 v, (7 I,
quellenfrei) z z V x (Vf) = 0("Gradientenfeld ist wirbelfrei")
s _ 0vy() 7. (V%) = 0" o
() () v ayz Wenn 0: wirbelfrei z (z V) - 0 ("Feld der Rotation ist quellenfrei")
Rotation rot Ux @ | = ¥ x vx @ | = (@) 0v,(P) = Z (Vf ) = f .
von V(): 7, I, 9z ox | 3 Potential V-(fY) = (Vf)-v+f(V-V)
v(r) v=(r) \_"V;W _ 2 / V=  [Fx(m) = (V) x v+ (T x7)
x y = S =S
VxVxV = V(V-V)—Ad
Laplace- X f(7) = div(grad(f(7))) i @ Ao, (7) v (f9) =H(Vf ) (Vg) +A4g
= SAS Laplace Vy x =
Operator X f(7) = V- (V(?)) N P o V(fg) = f(Vg) + 9(f)
von £(7) , : ,. |Operator A v,@ | = Av,(® v (%) f(ﬁ 5+ *(ﬁf)
2o _ 0% | 9%F | 9%f ) S o, (fv) = V) + U
(skalar) A0 =55+ 55+ 5 [vekteriel An.®/ \Zv,@
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Matrixmultiplikation

(Matrix mal Vektor) Elemente Vektor
(Drehstreckung von X) [an [P alS] (a11x1 +a,x; + a13X3)

Bedingung: X
Produkt A- ¥ |  Spalten Matrix= X2
X3

A1 Qpz Qg3 Ap1Xy + Ap2X; + Ay3X3

(Matri

Bedingung: by,
Produkt A- B Spalten A= [bu bzz]
ix mal Matrix) Zeilen B bs, bsy

(iLA.:A-B+# B-A) [an 2P am] [a11b11+a12b21+a13h31 aq +a12b22+a13b32]

21 Gz da3 Az1b1q + Azobyy + ay3bsy Ay + ay,b,; + ay3bs,

Allgemeine m,n-Matritzen bzw. Abbildungen (m...Zeilen, n...Spalten)

Linear unab. Die Vektoren ¥;, U,, ... Ty, sind LU, wenn die Gleichung 5,9, + 5,7, + 5, D = 0 nur erfiillt werden kann, wenn alle s; = 0
Linear abh. Die Vektoren ¥y, ¥, ... U, sind LA, wenn die Gleichung s;¥; + 5,7, + s, ¥, = 0 erfiillt werden kann fiir irgendein s; # 0
X X X X X X
= G =#li ingi i =
R.ang('A) v oz 2o x x :Rang = #Zeilen # 0 Ra'ng # Imear"unjclbhanglger Zeilenvektoren
dim(Bild(A)) Y x x 0 0 x # linear unabhangiger Spaltenvektoren

Basis(Bild(A))

[ | | l Gauss X x X
CARCANEN —»[o " x]:sasis(B(A>):L(a1,az)
0

| | | | 0 0
1 0 a b -a —b
X x x X 1 0 a b],. . .
Basis(Kern(A)) |[x x x x]%[o 1 ¢ d]”gaﬂ 8 (1) ¢ ‘é = Basis(K(4)) =L/ = _od Kern:
X x x x 00 0 O \ } VX:Ax =0
0 0 0 X 0 1
Ble > [Bls (B | [315] 5[ | [8],]; oder: [Bly = Tyep [z = B[], [V]p = [W]g: [W]g = Teep [¥]p = BlVls
E i auss
{$EE;}Z [B| [‘P(E)]E]G—> [1][@(E)]s]; oder:[@(E)]p = Tperp [@(E)]y = B_l[(P(E)]E
[ (E)] - l l l L —|> Gauss
[$(B)]Z b, b, [o(b)], [0(b)], ~|—IleB)]]; oder:[@(B)ls = Tser [@(E)lz Tsep = B '[@(E)] B
| | | |
Loz (1)l = Tows [0 T [41e = B [o(B)], B 31,
[o(®)] do 1 o
[$(C)]? [@(O)]c = Teep [@(B)]g Tpee = [bi]c [bT]C l [e(B)]g [Ell]B [Ezl]B |
s - gr -
ga;islégﬁ)v} ~ |z.B.U €R?: Basis(U') = Basis (Kern([g ];OT ED)q
Natirliche _ 1A%1,\ S ) _ m (groRte Spalten-
Matrixnorm ”A”p - ?3%( ||5('||p ) - ||§|}g§1(”Ax”) 1-Norm: ll4ll, = {Ejas);ziﬂlaijl betragssumme)
Maximum- _ n (gréRte Zeilen-
Spektralnorm |[|All, = A yqx(A7A) Nom Ml = max > oyl e

Zerlegung:

Sei A € C".Zerlegung: A = B + iC; B =2 (A + At);C = %(A —4h

T2
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Quadratische n,n-Matrizen

a; by c3 + b, c
) biea+ @D Ol
a c ;
Determi- a, byl _ ayb,— YN L e N cayby— 42|32 G2
nante: det a, byl ~ bja, det Zz zz zz =d-(bxe)= cibya;— b (D™ g c3|+
308 c, by a; — €, (—1)1*3 a, b,
c3 by a, as bs
Rechen- det(AB) = det(A) det(B) det(A”) = det(4) det(A™?) = det(A)™" det(sA) = s™ det(A)
regeln: AP+a = AP . A4 §(AB)‘1 - B‘lA‘lé(A +B) =AT + BT
reguldr: Rang(4) =n < Kern(4) =0 < AZ = Ohatnur Lsg. 2 =0 & det|/d| # 0 © VA # 0 & T A—l‘singulér@ -reguldr

transponiert:

(AT)U- = (A)j; (Zeilen und Spalten vertauschen)

idempotent:

AA = A. ,Aistidempotent” < ,Aist ein Projektor”

adjungiert:

in R™: adjungiert=transponiert = A" |n C™: adjungiert=transponiert&konjugiert = AT = (4)* = (4)7; (4"); = (D)

selbstadjung.

in R™: selbstadjungiert=symetrisch (s.u.) (A%, §) = (X, Ay) |n C™: selbstadjungiert=hermit (s.u.) (4X|y) = (X|Ay)

positiv:

A= 0,wenn VX € V:(AX|X) = O.|Streng positiv: A > 0,wenn VX € V: (AX|X) > 0.

symetrisch:

A= AT < EV bilden OGBD < 3: 0GB D:VTAV = D |symetrisch = VA, € R.; symetrisch = diagonalisierbar

hermit: |

= At = A* < EV bilden OGBD < 3: 0GB D:UTAU =D

herm.= V1; € R; h.=diag.bar; h.=selbstad].; h.= normal

diag.sierbar:

IT:T AT ' = D < 3 Eigenbasis D: A = X D X'V A;: algebr.Vielfachheit n = geom.Vielfachheit g < AB = BA

invertierbar:

Ga

3B:AB =1 < regular |Invertieren: [4|1] if[ﬂlA—l] Invertieren 2x2:

-1 1 —
(Z 3) - ad — bc (—dc ab)

normal: Aist normal, wenn [AA*] = AA* — A"A = 0.

orthogonal: A€ER™: AT = A1 = AAT =1 < ||¥| = ||AX]| |0rthogona| = det(4) = +1; orthognal = VA; = +1

unitar: A eCYUt=U"ts UU =1 |X| = |UX| |unitér = det(U) = 1; unit. = V4; = e'%, unit. = diag.bar; unit. = normal
Spur: tr(4) = XL, a; = a; (Summe Hauptdiagonalelemente). Bei ONB = {|e,), ..., [e;)}: tr(4) = Y (e;|Ae;)

definit: q®) = xTAX.Wenn q(¥) > (=) 0 VX € ]R"\{B} = positiv (semi)definit. Wenn q(X) < (<) 0 = negativ (semi)definit.

Hauptminorenkriterium: §det(Mk) >0,k =1..n=> pos.definit.; sgn(det(M,)) = (—1)¥,k =1..n = neg.definit

EWA,EVU  A¥ = A¥; Eigenvektor v € (C"\{a}; Eigenwert 1 € C. Wenn A € R™™ A pos. definit = VA; € Ra V4, > 0.
EWundEV  EW: p(A) = det(4 — A1) = 0; EV: ¥;_,, € Eigenraum(4;) = Kern(4 — ;1)
A, 1 0 [
Jordan: A=X]X% z.B:ll:n=2;g=1:]=[0 A O X=1|8, h
0 0 2, |1
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Definitionen

Norm. Vektor-
raum (V, || - |D:

Vektorraum tber K . . . N Lo R N . . L =
V= RE: % = IZ]1: Alsxll = IsHIZID A A% + 71 < 121+ 171D A (121 = 0; |I%]] = 0 & % = 0)

mit definierter Norm

Funktional f

Sei V ein Vektorraum Uber den Korper IK. V kann auch ein Funktionenraum sein.
Ein Funktional f:V — K nimmt einen Vektor aus V als Input, und liefert einen Skalar € K als Output

Lineares Funktional (LF):f ist ein Lineares Funktional (LF) auf V, wenn: f:V - K: f(Ax + uy) = 1f(x) + uf(y) vx,y €V; LueK

Beschranktes LF

Ein LF auf dem normierten Raum (V, ||-||) heiBt beschréinkt, wenn 3K > 0: |f(x)| < K||x|| Vx € V

Operator F

Sei V ein Funktionenraum. Ein Operator F:V — U ist eine Abbildung zwischen den Funktionenrdumen V und U

Linearer Operator (LO)

Seien(V, ||I|ly) und (U, |I*|ly) normierte (Funktionen)rdume iber K.
F ist ein Linear Operator (LO) auf V, wenn: F:V — U: F(Ax + uy) = AF + uF(y) Vx,y € V; Lu e K

Beschrankter LO

Ein LO F:V - U heiRt beschrinkt, wenn 3K > 0: ||[F(x)|l, < K||x|l,y Yx € V

Prahilbertraum

Ein Vektorraum, in dem ein inneres Produkt definiert ist (V, (-,-)) , heiRt Préhilbertraum. Damit es ein inneres
Produkt (") geben kann, muss im Raum die Norm |||, definiert sein, bzw. das Innere Produkt induziert die Norm:
llx]l, = /{x, x) Vx €V.

Fir K=R spricht man auch von einem euklidischen Raum, fiir K=C von einem unitdren Raum. In einem
Préhilbertraum ist ,,Orthogonalitdt” x Ly definiert (x L y & (x,y) = 0), und es existieren Orthonormalbasen.

Inneres Produkt

Sei V ein Vektorraum Uber K. Das innere Produkt (-, -): V X V — K muss folgende Eigenschaften haben:

- Linearitat im ersten Argument: (Ax + uy, z) = Xx, z) + w(y,z) Vx,y,z € V; A, p € K(fur (x,y) =Y x;y;)
- Hermite-Eigenschaft: (x,y) = (y,x) Vx,y €V

- Definitheit: (x,x) = 0Vx €V A (x,x) =0 x=0

Aus Linearitat im ersten Argument und Hermite-Eigenschaft folgt konjugierte Linearitdt im zweiten Argument:
(z,Ax + py) = Az, x) + {i{z,y) Vx,y,z€V; Lu€K

Hilbertraum

Ein vollstandiger Prahilbertraum (7, (-,')) heiRt Hilbertraum H. Fiir alle x,y € H gibt es Folgen (x,,), (,,), die gegen
x bzw. y konvergieren. = (x,y) = lim,,_, (X, ¥,.)-
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