Merkzettel ,Vektoren, Matrizen, Tensoren” lll
05.11.2024

Vektoren in R2

. — R — L (a
Gerade Parameterdarst. | g: X = 04 + sa|Normalvektorform: ig:7i-X =7 -0P Normalvektorablesenausax +by=c - n= (b)

4 fimpl(XO:YO)

Normalvektor auf Kurve der Fkt. L = Tangential - ay
i ) = =Vf f=
f(x) = y an Stelle f(xo) = v, Bringe auf Form fi,,,,, (x,¥) = 0 = 71 = V {1 (%, ¥o) vektor: 2 tto30)
ax
:Ezisnc:: . |A 5 | |A_gP . ﬁl Normglvektur able;en aus Rici}l[tungsvektor a: Fliche 4 |# y Z,’l
- ,g) = Ny| =—5— 7 — =2 - LT = ) =l

formel: g |72 a (y) - ( x ), n, (—x) Parallelogramm:

Vektoren in R3

a
Ebene in Parameterdarstellung: ;| ¢: X=04 + sd + tb |Normalvektor M, = ax l_;, oder ablesen aus ax + by + cz=c > 7, = <b>
c

Normalvektor auf Niveauflache der

Fkt. f(x, y) = z an Stelle f(xo, o) = 2o Bringe auf Form fimpl(x, y,z)=c=>n= Vfimpl(xo,yo, Zy)

Tangentialebene auf Niveauflache der
Fkt. f(x,y) = z an Stelle f(x,,y,) = 2,

X — Xy
Bringe auf Form fimpl(xr Y, Z) =C = &qn' fimpl(xor yOlZO) + Vfimpl(xO' yOIZO) : <y - yo)

zZ— 2z,
Hessische ﬁﬁl ; - — ono _ @b _ gpo _ I
Abstandsformel: d(g,¢e) = |A P, - n0| Winkel d,e: ¢ = 90° — arccos Eli 90 arccos(ao bo)
Kreuzprodukt x bx aybs — dzby > jaxb| = 'i' [l -sina; >
(,3UR. Prod.) ay | x| by | =| —(ayb, —a,b,) |; (@ % b)i = &k wenn|d x b| = 0,dann sind d und b parallel
! az/ \b, axby — ayb, dxb=-bxd dxd=0
Schneide — N > o . ST Lo\ 5 2
Ebene/Gerade & = 9 = 04s +sdc + th, = 04 + 54, = GLS I6sen Jd x (bx&) =b(G-¢é) —é(@-b) (@xb) =ah?—(d-b)
Spatprodukt: Volumen Parallelepiped aufgespannt von @, b und &V = @ - (B x¢) = b-@xad)=2- (ax B)

Vektorrechnung in R" allgemein

Skalarprodukt i, R I ST Linearitat: X +9)-Z=X-Z+y-Z; (s¥)-§=s& y);
pro X-y=Yr xy;=x"1yd-b=|dl|b| cosa X +5) -2 7 (585 =s(E3)

(,,kanon. inn. (% 7); = 231 = Bx%s Lo o o Symetrie:X-y=y-%;

Produkt) § = XYi = 0yXij wenn|d-b[=0-d Lb positive Definitheit: ¥ - X > 0;¥- X =0 X% =0

Euklid. Norm G X p-Norm: 1%ll, = 32, lx [P

(,Lin .e”)' ay || = [a2+ a2 +a? Winkel X,y: ¢ = arccosim— = = arccos(X,.3,)

oLange"y a I “ I ler-Norm: [|[l; = XiL, x|

Skalare Pro- ”& ” —a-B = &_i Vektorprojektion i = ||d ||B _ (,j.i)i _ (%.i)-» Reflexion v. i 3 o—i—om

jektion a— b: bll = O bl |a—> b= b — [I%pllI%0 = o1l bl — HE an Ebene 71 e n

Sonstiges: [Is?|| = s||P||; Einheitsvektor d, = ﬁ; AB = 0B — 04; Halbierungspunkt H = AZ;B; Gerade: X =0A+t-a

Vektoren in allgemeinen linearen Vektorraumen

Def.:Linearer G+ 0 =0+ (@+0)+W=d+@+w); +0 =1 4+ (-i) = 0;
=7

Vektorraum: (st)v = s(tv); (s +t)U = sv + t¥; s(U+ V) = su + sv; 19

Euklid. Vektor- Vektorraum iiber R mit def- :Linearitat: (i + ¥, W) = (i, W) + (B, W); (su, D) = s(il, B); Symetrie: (U, D) = (¥,U);

raum (V,{-,-)): iniertem Innerem Produkt:  pos. Definitheit; (i,1) > 0; (4, u)=0=u =0

Norm. Vektor-  Vektorraum tber K o S S S S - N - S S Sz
: : = < >0; = =

(VLI it cefimerter Norm V= 2% = Il Qs = Is1IFI) & (1% + 71 < 171+ 191 A (1] = 0; 1}#]] = 0 = % =)

Euklidische S L ) (X, 7) Cauchy- |, . S e

N . 17— Cp = R PA A <
Norm (Linge): IZ]l, = /(% %) |Abstand: :d(¥,y) = [|X — ||, |Winkel: ¢ = arccos FLIGL  |schwarz: [ < 11211171l

Dreiecksungl.: 2, ¥ € V, (V, |1~ ID: Il + &l < [l@ll + 1511; 12l — 171l < |1d — | |Pythagoras: XLy 1%+ 113 = I%115 + I¥113

Lin. unabhangig s, B, + 5,3, + - + 5, B = 0 = wenn w. A.nur mit allen s, = 0, dann ist ¥, ... By, L. (¥, ... B # 0)

Unterraum UecVIn@,t,eU=t+0,eU)a(@elU = sveU) |dim(U+W):dimU+dimW—dim(UnW)

Direkte Summe V:U®W<:>(V=U+W)’\(Unwz{6})

] S o oy o e _ R bw) o W
Gram-Schmidt iGeg.:B = {blybz.b3}i Wy = by; Wy = Sy, Wy + by; Wy = S3,W; + S3,W, + bs; Sij = — (W‘W); ¢ = i
Wi i

LStONB Wenn(bu ]) 1] In ONB: (f,Bi):Xi

Orthogonalbas.: :B ist 0GB, wenn (b;, b;) = 0:Vi # j ‘Orthonormalbasw
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Gleichungssysteme

Rang(A|B) = Rang(4) < b € Bild4) b-Z=0:vZ € Kern(4™)

’BLsg.: §Rang(A|l_)') # Rang(4)

Rang(All_;) = Rang(4) =n < det(4) # 0 ‘EOOLsg.: idet(A) #0nA Rang(A|E) = Rang(4)

Losen von 3x3 Gleichungssystemen mit der Cramer-Regel:

ax+by+cz=d, a, by ¢ dy by ¢ a dy a; by dy|| =D y=2
a,x + by +c,z=d, |D=det|la, b, c¢;| Dy=det|d, b, c;| Dy,=det|la, d, c¢;| D,=det|la, b, d, by, P
asx + by +cz=d, a; by c3 dy by c3 a; d; cs a; by ds z=7
Differenzialgleichungssysteme
®(t) = AX() EW: p(1) = det(4 — A1) = 0 |EV: € Eigenraum(2;) = Kern(4 — 2;1) |Norm.EV: &; = % A=[8 ..é)
Homogene |¥ = A% |¥ = Y181+ + g, =9 =Ty g ATz ,j = § = 14N = 5 = diag(hy, .., 1) § = ¥ = Ly; = y; = aq;ehit =
Losung: % =Tz 4y = X = Ay = Bestimme a; mittels RB und KV.
S 5 ) _ _ _ EV: ¥, , € Eigenraum(};) = ) o
() = AX(t) + f(t) |EW: p(2) = det(A— A1) =0 Kern(A — A,1) Wenn n<g, HV: (A — ;;1)h =
Homogene |FUrjedenEVzu; € R: 37): = ¢, et Firjeden 1. HV zu 4; € R: 55,1 = cl-e)‘it(ﬁ +t7;)
Lsung: Fir jeden EV 7;; = d + ib zu Aij=a +ip: Y, = c;e®(dcosft — l_;sinﬁt) + cje‘”(zcosﬁt + dsin ft)
Partikulare @ R o . - - L =2 N N - N . N N
Lésu'n; i) =@ Mot §, =dsinwt +bcoswt|f(t) = & + ft + Fe2 + Py =d+Bt+ 7+ [[(6) = Gevt F = de®t
By(1) + Cy(t) = R(t) P() = det(C~1B) =0 Gy n€EKern(C—A4B)  tyn=+Ain
Hom. Lsg.: |Firjedes g; zu A; € R: }7): = ¢;(@; cos ut + B; sin ut)
Partikulire |K(£) = @sinwt; w # p; Jp = dsinwt |k(t) = dsinwt; w = y; Yp = dtsinwt
Losung: k(t) = dcoswt; w # p; ¥p = Aeoswt |k(t) = @coswt; w =p; Yp = dtcosot  [k(t) = ge®t: }7p = de®*
Nabla-Operator, Gradient, Divergenz, Rotation, Laplace
9 af (7 . ovy vy Ov,
Nabl 5\ Gradient ox Gradlent (5" ax "x\
abla Gl 21 (®) 25 w0 S _ _|#® [ _ 5 |vonT T | o oy v
Operator: V= o I (V)i 0; & —— |von f(7) grad(f(®) = VIF) = o =0;f (vekto- grad@) =VQ® v 5 o 3
2 (skalar) 3 riell) e vy o
0z 9z 9z 9z 9z
f) 2 S o 92 9 a2
9 9 Karth: V-v=-" 42 42
Nabla 105 Nabla ( 162 \ Laplace - Y aV sz N alyzaz azzaz
iylmjer— V= o0 Eugeé— V= -5 As T2 Zylinder: —— (r ;) + 7o Yoz
oord.: 3 oora. 1 9 . 10 ( p0f 19 (. o 1 i
9z \r sin® d¢ Kugel: r29r (r Br) + r2sin9 89 (sm19 aa) + r2sin2 9 dg?
Divergenz v, (7) v, (7) Rechenregeln:
vonV(@®: o TN o [ TN an) | av® | an® . 5 _
wenn 0 = div Uygi; =V Uy?;; T ox ay (v v)i = 0w V x (Vf) = 0("Gradientenfeld ist wirbelfrei")
quellenfrei velr velr V- (V X V) = 0 ("Feld der Rotation ist quellenfrei")
D) _ oy, ) Wenn0 V- (Vf)
v (7 v (# ay az ennb: 7. v V-
Rotation rot UXET% — ¥ x VXE% _ | ow@® _ ov,(®) | _ £ dix wirbelfrei= |- v ( f) v+f( V)
von V(#): Y N - Y . - 9z ox ~ CUkY7k 3 potential z (fV) (Vf) XV + f(V x V)
v,(7) v,(7) 0vy () _ avf) Vo =37 [VxVxV = V(V-9) - 4v
a a
ad 4 V- (fY9) = (V) (Vg) + Ag
Laplace-  Af(7) = div(grad((()) | apace. | /@  [Ave() V(fe) = f(Yg) + 9(Vf)
Operanr Af(r) = V (V f(¥)) Operator A| v,(#) | =( Av,(¥) v (fY,) - f(V_: o) + 9(Vf) -
o) aie) = 2L T T fektoriell | \v,())  \au@® @ (bx ) =b(@ &)~ &(@ b) ("BAC-CAB-Regel’)
(skalar) ox 0z V-(@xb)=b-(Vxa)—a-(Vxb)
Divergenz v.(r, 9, 2) ) R Divergenz v (1,9, 9) R
i V. _19 lﬂ .- - 1 9%
Zylinder- V| v,(r,0,2) | = - )+ %0 + Kugel V| ve(r,9,¢9) (r V) +—— rsm(19) 5 2 (vysin(®)) + ) 90
koord. v,(r,,2) koord.: v(,,(r, 9, )
10v, 0vy 1 a vy
e —|—= (v, sin(9)) —
Rotation v,(r, 9,2) raa‘P aaz Rotation v (1,9, ) ”"‘(‘9)1[6‘96( ¢ ]
. = vy v, 9 _ ovr 19
Zylinder- Vx| v,(7,¢,2) T Kugel- Vx| v,(r,9,0) |= rsmw) " rar( q,)
koord. v,(1, 9,2) 1 [i( B %] koord. v,(r,9, @) Bvr
r Lor rv(p e r ;( Vo) T 59
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Indexnotation und Einsteinsche Summenkonvention

Matrixdarstellung:

A = a;j mit a;; als Element der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix A.

Summe, einfache Var.:

Nur untere Indizes. Uber doppelt auftretende Indizes innerhalb eines Terms wird summiert, z.B.: d - b= a;b;

Summe, erweiterte Var.:

Summiert wird nur, wenn der Index sowohl oben (kontravariant) als auch unten (kovariant) steht.

XX = Xing XX = XX + XX, + X3X3 = xf + x5 + %% = ||%]|)?

Jrx = B xix = x4 2, + x5x5 = X2+ x2 +x2 = ||%||

L o 1,wenn (ijk ...) eine gerade Permutation von (123 ...)ist

1,wenni=j Levi-Civita- i , , ,

Kronecker-Delta: |§;; = L ik =13 —1,wenn (ijk ...) eine ungerade Permutation von (123 ...)ist
J 0,wenni # j Symbol: i . , . . . .
0 sonst (i.e.wenn mindestens zwei Indizes gleich sind)

Rechenregeln: 6;0ji = Oy ‘5”111' =a; 60 = q 5[, =1 6; =0 636} =n 5” =N |€imn..= €k, Wenn gerade Perm., sonst -gij..
Ein gem. Index e & —det (5” 5im) —5.58 5.5 Bei anderer Permutieren bis auf €; . &;m; Vorzeichen nétigenfalls
bei €: UkSklm = 81 O/ Tm TimTlindexreihenfolge: anpassen, Indizes passend umbenennen.

Zwei gem. Indizes _ Alle Indizes o ) o1 _ . |Zweigem. Indi- [€;x6;; = 0; &6y = 0;
bei e: Eijiciji = 20k gleich bei &: intzinEiziz..in = W5 7Bl €jic€iji = 31 =6 zesbeisund § s;kaji =0 o
. = o 0 = S oy o —_
Ableitung Vi=0; &« ™ O0ixj =6 0ix; =6, = Vf=0,f V-v =01 XX P); = ijrx;Yi (V X x)i = & 0;xk
4er Formalismus mit Minkowski-Metrik
4er- a, . . 1 0 0 0 4er-Vektoren u.
der- 1 -7 ak=|Minkowsi- )
a a, -0, [J=0,0*= —
Vektor Qb= al =( 40) Gra- 0= 1\ |Qua . 2” ~ Imetrik (kar- 7,0, == 0 1 0 0 ; det(nw)= 1 Tensoren und |hr.e
kontra 2 a’|sient v bla: i 50 — A th. Koord.): 0 0 -1 0 Skalarprodukte sind
variant as ’ w 0 0 0 -1 Lorentz-invariant.

Index unten & ,kovariant”, Index oben <, kontravariant”.

|Indexwechsel ko/kontra in Metrik(+,-,-,-) = Vorzeichenwechsel bei a,, a,, as

" =0t = 8y

au =1n,,a" a” =n"a, A,uv = AMBWEV = TIWAaMBV A[lV = Ayﬁn/j’v = nuaAaBr]Bv

Rechen-

AuIB”I/ — AH/JUEVB‘LV — A"l;B”ﬁ = A", B* %(nuv)_l = =7, = @*)t n#v = vk %a#xv — 55 §ap.xv — nuv%a#xv =N

regeln

@ =4 () =A0 (A= Ay,

;tlfBﬁv = AMEB/fv (4B) v §A/3VBH/3 = AEVBMB = B#ﬁAﬁv = B#/}Ab’v = (B4,

AﬁuBﬁv = A/iuBﬁv = (AT)uﬁBﬁv = (AT);A,KBEV = (QTQ);AV éA#EBVE = AuﬁBVB = AuE(BT)ﬁv = AuB(BT)Bu

2 (4B,

Skalarprodukt in R>*:

‘a-b=(a,b)=ayby — a,b, — ab, — azb; = a’n b = a*n,,b" = a,b*

Jeder Tensor 2. Stufe kann in einen symmetrischen und antisymmetrischen Anteil zerlegt werden: 4,,, = %(Am, —Ay)+ % (Aw +4,,)

BraKet-Notation und Dualraum

Allgemeines:

Ein Vektor X existiert prinzipiell unabhingig davon, in welcher Basis er dargestellt wird, d.h. ¥, oder auch |x) und (x|
reprasentieren an sich noch keine bestimmten Koordinatenwerte, weil die Darstellung basisunabhangig ist!

Dualraum:

e Sei B = {&,,8,,...,8,} € V eine beliebige Basis des Basisraums V, und dann ist
B* ={é;,é;,...,e;} = {&',é2,...,é"} € V* die korrespondierende Duale Basis im Dualraum V*

e Die Vektoren des Basisraums sind Spaltenvektoren, die Vektoren des Dualraums sind Zeilenvektoren.

e Der Dualraum ist also der Raum aller Zeilenvektoren, (hier:) K=C. Das kann man auch als Raum aller linearen Funktionale
V: C™! - C verstehen, wenn man jeden Vektor X* € V* als 1xn-Funktionalmatrix (Tensor) interpretiert, der multipliziert
mit einem Vektor j € V (interpretiert als nx1-Matrix) einen Skalar €C liefert (Linearitét ist inhdrent).

Ket-Vektor

|x) = % € V ist ein Vektor im Basisraum. |Bra—Vektor: (yl = J* € V* ist ein Vektor im Dualraum.

Dualraumbasis:

-1

[
Von B>B*: B™' = B*: |é,; 8, =

+

- ONB: :
éll?

1)
oy
h

OGB:

oy

_a_
= [ ]; wobei [€;,6/] & &;; bt

_an_

Inneres Produkt

(x|y) kann als Vektorprodukt X - mit ¥ und ¥ als Spaltenvektoren interpretiert werden, besser ist aber die Interpretation
als Matrixmultiplikation der beiden Matrizen x**"y™*1,

Dualitat:

K = R: (x|y) = (ylx); K = C: {x|y) = (y|x) |Lin_earitét im 1. Argument: §(a'x + Bylz) = a(x|z) + B{y|z)

Basisvektoren:

Die definierende Eigenschaft der dualen Basisvektoren ist: (e’|e;) = (€/)"¢; = &/

AuReres Produkt:

Xy X1
Ix)(yl=>?®iT3< o M)
xmyl xmyn

Darst.in V u. V*

% kann in Basis B dargestellt werden als |x) = ¥ = x!8;, oder im Dualraum mit Basis B*: (x| = X = x;8&!

® P,y = |x){(x| ist ein Projektor auf den Vektor |x).

e Anm: In einer OGB kann der Projektor auch ohne Dualraum konstruiert werden: Pz = éf ® xT

e Entsprechend ist E; = |ei)(ei| ein Projektor auf den Basisvektor &;.

Projektor: o Ein normierter Dualraumbasisvektor &% = (ei| »pickt” die zugehérige i-te Koordinate eines Vektors |x) heraus:
xlles) = Elx) = le)e'[x) =
e Umgekehrt: Der normierte Basisvektor &; = |e;) ermittelt die i-te Koordinate des Dualvektors |x; = (x|e;) = &x1
ONB: In einer Orthonormalbasis gilt: (x| = |x)' & ¥* = %1, x; = x}; &' = é'if

Produktregeln

alx) =ly) e (xla=(y;a €C Mlx) = |y) = (x|M' = (y|; M € C>"

Klammer-
Notation:

def

Funktional [x, y] & y(x). (Nur)im euklidischen Vektorraum R" gilt: [x,y] = (x]y)
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Basiswechsel und Metrischer Tensor

kovariant,
kontravaiant

e Index unten < ,kovariant”, Index oben <, kontravariant”.
e Kontravariante GréRRen werden kleiner, wenn kovarianten GroRen wachsen, und umgekehrt.

o Die Basisvektoren &; des Basisraums V sind

kovariant.

e Die Koordinaten x! von Vektoren im Basisraum (|x) = x&;) kontravariant.

o Die Basisvektoren &' des Dualraums V* sind kontravariant.
o Die Koordinaten x; von Vektoren im Dualraum ({x| = x; »8!) sind kovariant.

Basiswechsel im  |Geg.: kovariante Basis B = {€,, ..., €,}; ,neue” kovariante Basis B’ = {fl, ...,fn}B;
Basisraum kontravarianter Vektor [¥]5 = ¥;x'8;  [%]z = X ¥'f,
axt [ [ | Vektor i —1Yi 4j
' A N T =3
fzfi (%] T AT o) B [f), =N | o | =4T|& - &l fkoord E’c’] ,2=JA’1[J?]} = JI%]
B B Cidxt=3jady’ ’ I 1, [ | 1], |trafo. BT B— 7B
) _ ayt ) [ [ Vektor X' =X;a’y’

! Jacobi- iJ=A"'=]'". === |Basis- . O I N S > > 1z 5
BB facobi =47 =1 =0 B s _y fyle o a=1|F - F koord. [¥ls =] [%]s = AlZ]s
[X]gr = [X]p |matrix dy' =] dy’ trafo:{ j = 't n = 0

il | | 1 trafo. [9/0x] = L[a/ax]Br
Basiswechsel im  |Geg.: kontravariante duale Basis B* = {¢", ..., é"}; ,neue" kontravariante duale Basis B” = {f1,..., f"};
Dualraum kovarianter dualer Vektor [¥7]p- = (5; ﬂ)T 2 [XT]p = (% ylf )
—]?1— —é— Vektor
B* - B* Jacobi- 1 i Basis-i[ z; P s . =X af
S S C J=A"=]" (s.0) fil..=x]é;|—i—| =J|—i— koord. °) N
[¥T]p = [XT]g  |Matrix: = = J trafo: [ ]B I fn = o trafo. [xT]B*' = [XT]B*é
B* B*
—é'— —fi— Vektor . _
B - B* Trafo- Basis- . . f e xr =%,y @)
(i1, = [F], |matrix 2 = a'; (s.0.) trafo: =Zj‘1jf" —i—|=Al—i— koord. [#7], = [£7] ;1_1
B B ' _gn_ _/?n_ trafo. x - B4
Metrik: Metrik ist ein Funktional g: R™ X R™ - R mit folgenden Eigenschaften: (1) Symetrie: g(¥,y) = g(¥,%);
' (2) Bilinearitat: g(aX + By,2) = a g(%,2) + B g(4, Z); (3) nichtentartet: vX3y: g(3,%) # 0
Geg.: kovariante Basis B = {&,, ..., €,}; kontravariante duale Basis B* = {¢1, ...,é"}.
Der Metrische Tensor erlaubt den ,Wechsel von kovariant zu kontravariant” (und umgekehrt)
_el |
G=B"B=|—1 91 En 29,=¢6-¢;
—8—
Metrischer —é!
Tensor G'=61=B"B)"= gl gn —i—|ag¥=2¢¢;
G und G*: N | .
INONB: G = G* =1=g;; = g/ =6,; =69

Basistransformation von B - B*:é' =Y, g"/é;, & B* = G*B
Basistransformation von B* - B:é; = }; glléf < B=GB"
Koordinatentransformation von (|x) £ ¥, x'é;) - (x| £ ¥;x7é"): x;, =¥ x/g; < (x| = |x)"G

Koordinatentransformation von ((x| £ ¥;x;é") - (Ix) £ ¥;x'é): x' = ¥, g7 x; = |x) =G x|"

Linienelement

Geg.: kartesische Basis B = {é, ..., &,}; ,neue” kovariante Basis B’ = {[fl]B, . [fn]B} (2.B. Kugelkoordinaten);

Metrischer Tensor der ,,neuen” Basis B (ausgedriickt in B): [G']5 = [Q’]BT[Q']B

ds = /dyi gijdy’ = J[dxT]5[G][dX] 5 |

Es sei [d%], = ¥, dy'f,. Dann ist

1 0 0 dr
2.B. Kugelkoordinaten: ds = [(dr,dd,de)|0 2 0 <d19> =/(dr)? + r2(d9)? + r?sin? 9 (dg)?
0 0 r2sin?29]\do

Flachenelement

Geg.: kartesische Basis B = {éj, ..., . [fn]B} (z.B. Kugelkoordinaten);

Metrischer Tensor der ,neuen” Basis B (ausgedriickt in B): [G']5 = [Q’]BT[Q’]B

Es sei [(}’] der Teiltensor von [G'] 5, der die Parameter u und v der Fliche beinhaltet.
[619 =X} [ eq,] _ T2 0 ]
€p €y €y €pl, T Lo rZsinz9l,

Vrtsin2 9 ddde = r?sind d9 dg).

é,}; »neue” kovariante Basis B' = {[fl]B,

2.B. Kugelkoordinaten: u = 9; v = ¢; [G]

Dannist: [dA = (z.B. Kugelkoordinaten: dA =

det ([5']3) dudv

Alternativ: ldA =||[é,]g X [E,]5]l du dvl(z.B. Kugelkoordinaten: dA = ||[§19]B X [§¢]B|| d9 do).

Volumeselement

Geg.: kartesische Basis B = {&,, ..., €, }; ,neue” kovariante Basis B’ = {[fl]B, . [fn]B} (z.B. Kugelkoordinaten);

Metrischer Tensor der ,,neuen” Basis B (ausgedriickt in B): [G']5 = [Q’]Br[g']B
Es seien u, v und w die ,neuen” Koordinaten.

Dann ist: ldV = ,/det([G']p) dudv dw| (2.B. Kugelkoordinaten: dV = Vr*sin2 9 dr d9 de = r?sin9 dr d9 do).

Alternativ: [dV = ||[5u]3 ~([6,]s X [6,]p) | dudv dw] (2.B. Kugelkoord.: dV = | [¢,15

(18515 x [2,],)|| ar v d).

Rechenregeln

9795 =

1_:51

= gix’ x

— gy
_gx]
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Matrixmultiplikation und Dyadisches Tensorprodukt

Bedingung: X
Produkt A- ¥ |  Spalten Matrix= X2
(Matrix mal Vektor) Elemente Vektor X3 (A)?)ij = QijX;
(Drehstreckung von X) [an [P alS] (a11x1 +a,x; + a13X3)
A1 Qpz Qg3 Ay1X1 + AppXp + Ay3X3
Bedingung: by,
.Produkt A -'B Spalten A= [bu bzz] (AB);, = a;;bjy,
(Matrix mal Matrix) |  Zeilen B b3, bs, (ABC);, = a];? c
(LA:A-B# B-A) [a” 412 a”] [anbn + iabz1 + Ay3bsy Ayabin + iabyy + all%b32] Tk
1 G2z Q23 az1b11 + azpbyy + az3bsy  ay + az3D25 + az3b3;
x x y
(Dyadisches) G® ), =2y, Quasimatrix- ©5= ( 13’1 1y"> Quasivektor- . ®72 <X13’>
ij iJj . .
Tensorprodukt darstellung: XY XV darstellung: %5
nxn @nxm
Direkte Summe (A™" @ B™™ = (men Bmxm)

Aligemeine m,n-Matritzen bzw. Abbildungen (m...Zeilen, n...Spalten)

Linear unab. Die Vektoren ¥;, U,, ... Ty, sind LU, wenn die Gleichung s, ¥, + s,¥, + s, D = 0 nur erfiillt werden kann, wenn alle s; = 0
Linear abh. Die Vektoren vy, U,, ... U, sind LA, wenn die Gleichung s, ¥, + 5,7, + s, U = 0 erfiillt werden kann fiir irgendein s; # 0
X X x X x . — .
= G = =
R.ang(,.A) Y x x auss 0 x x|:Rang = #Zeilen % 0 Ra.ng #Ilnearnunébhanglger Zeilenvektoren
dim(Bild(A)) # linear unabhangiger Spaltenvektoren
X X X 0 0 x
[ | | | Gauss x X x
Basis(Bild(A)) ||[d,] [d,] [ds]|— [0 x x] = Basis(B(A)) = L(d,,d,)
| | | I 0 00
1 0 a b —a —b
i X ox o x ox Gauss 1.0 a b erganzen 01 ¢ d ) —C —d Kern:
Basis(Kern(A)) |[x x x x|—|0 1 ¢ d|—— = Basis(K(4)) =L , IR
X x x x 000 0 00 Xx 0 1 0 VX:AX =0
00 0 X 0 1
Eigenwerte Lése det(A — A1) = 0. |Numerische Vielfachheit (,Entartung”) n; fiir A; = a: Anzahl EW mit gleichem Wert a.
x—A x x x 0 1 0 0 aq 07 x=-at 0 —a
. > . X X — Ai X X ofGaussfo 1 0 0 0 X, = 0 L 0 0
Eigenvektoren [EV vU; zu EW A;: X XA N 0 lo o o ol o™ ;= s =V =s{ +t o
x X x  x=X 0 0 0 0ol o0 Xp= 0 1
Anzahl EV fir x—A x x x | 1 0 0 0 «a X, =-—a —a
Hauptvektor entartetes x x—A; x x SlGauss|g 1 0 ol b x, = —b - [-p
wenn g; <n; |4;=,geom. x x  x—2A @ x Ti 0010 ¢|Trx=-—c™h=5(—
Vielfachheit” g x x X x—A 0 0 o ol O =S 1

[7]g = [¥]s

[B | [¥]g] Ga_)uSS (1] [#]5]; oder: [¥]g = Tpep [V]g = B[Vl

[¥]p = [¥]g:

[77]5 =Tgcp [77]3 = B[ﬁ]s

E - auss
SEE% B | [o(E)]s] =S 1| [@(E)]a); oder: [9(E)]y = Toes [0(E)]; = B~ [@(E)];
w@n- [ ] T Mo
[$(B)]i b, b, [e()], [0(B.)], |—MIe®)sl; oder: [eB)s = Toer [@(E)]s Typ = B [@(E)]s B
L )
%$Ef?]]§>];’ [o(#1)]5 = Toep [@(B)]p Ty [£p = B~ [@(B)]s B~ [#]s
[o(B)] U o
(p ; - = = b b C. C. “ee
[e(O)], [LP(C)]C =Tcep [(B)]s Tgec = l[bi]c [bT]C | [e(B)]s [Cll]B [czl]B |
= 33 -t -
ga;f(gﬂ’;’}ﬁ z.B.U € R®: Basis(UY) = BasiS<Kem<[g %r 6]>>q
Natiirliche _ [|A%]| _ . . B - p—
e it ma () < s [onoms = e 3 | e e
oo = 70 T, = g 3 ol e

Projektor auf
einen Vektor:

x| F @t
W7 x) T (xl)

Projektor & idempotent; Projektor = VA; = +1

Zerlegung:

Sei A € C".Zerlegung: A= B +iC; B = %(A +4M;c= %(A —4h
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Quadratische n,n-Matrizen

a, by ¢ + b, c
a, (=1 1+1 (Y2 2 +
e | o B T
etermi- a; by| _ ab,— e o Clayhy— 2| © o
nante: det| b = ba, |9 ZZ 22 EZ =d-(bxc)= e by as— by (=D g0 Cs| + =egabic
o Cy by a; — o (-1 a, b,
¢3 by a, az
invertierbar: 3B:AB =1 < regular |Invertieren: [A|]1]M£§[H|Aﬂ] Invertieren 2x2: (a b)‘l _ 1 (d —b)
c d ad —bc\—c a
Rechen- det(AB)=det(A) det(B) det(AT)=det(A):det(A*)=det(4)* det(sA)=s" det(A) : (AB)"=BT A" idet(A")=det(4)"
. _ 14— w A¥ . _ X _ 1bi)bil
regeln: AP = AP AT (AB) = BTUATN (A4 B) = AT+ BT oA =¥, t =1 eME, () =T Q) E E=
reguldr: Rang(d) =n < Kern(4) =0 < AZ = O hat nur Lsg. £ =0 < det|d| £ 0 & VA # 0 & 3;A—1‘singulér<:> -reguldr

transponiert:

(AT);; = (A); (Zeilen und Spalten vertauschen)

idempotent:

AA = A. ,Aistidempotent” < ,A ist ein Projektor”

adjungiert:

in R™": adjungiert=transponiert = A" In C™": adjungiert=transponiert&konjugiert = At = (47)* = (4)7; (4");; = (4);

selbstadjung.

in R™: selbstadjungiert=symmetrisch (s.u.) (A%,§) = (X, Ay) |n C™": selbstadjungiert=hermit (s.u.) (AX|y) = (¥|Ay)

positiv:

A = 0,wenn VX € V:(AX|X) = 0.|Streng positiv: A > 0,wenn VX € V: (AX|X) > 0.

symetrisch:

A= AT < EV bilden OGBD < 3: 0GB D:VTAV = D |symetrisch = VA; € R.; symetrisch = diagonalisierbar

hermit:

,AT=A" < EV bilden 0GB D < 3: 0GB D:UTAU = D |herm.= V1, € R; h.=diag.bar; h.=selbstadj.; h.= normal

diag.sierbar: 3T:T AT~! = D < 3 Eigenbasis D: A = X D X'V A;:algebr.Vielfachheit n = geom.Vielfachheit g < AB = BA
Kommutator :[A4,B] = AB — BA.

normal: Aist normal, wenn [AA*] = AA* — A*A = Q.

orthogonal: A€ER™: AT =A< AAT =1 < ||X|| = ||AX|| |orthogona| = det(4) = +1; orthognal = VA, = +1

unitar: A eC™Ut=Ut=sUU =1< X = ||UX| |unitér = |det(U)| = 1; det(U) = e¥; VA; = e'’i; diagonalisierbar; normal
Spur: tr(4) = Y-, a; = a; (Summe Hauptdiagonalelemente). Bei ONB = {|e,), ..., |e;)}: tr(4A) = X7 (e;|Ae;)

definit: q(®) = XTA%. Wenn q(%) > (=) 0 VX € R"\{a} = positiv (semi)definit. Wenn q(X) < (<) 0 = negativ (semi)definit.

Hauptminorenkriterium: ‘det(M,) > 0,k = 1..n = pos.definit.; sgn(det(M,)) = (—1)%,k = 1...n = neg.definit

Permutationsmatrix: Pro Zeile und Spalte nur ein Einser, sonst Nullen.

AV = Av; Eigenvektor v € (c"\{ﬁ}; Eigenwert 1 € C.Wenn A € R™"a pos. definit = VA; € RaVA; > 0.

EWA, EV U Berechnung EW: AV = 1% = AV = A1v = (A — A1) = 0 = wenn (A — A1)% = 0 nur Lésung # = 0 hat, ist (4 — A1)
reguldr. Wir wollen aber Lésungen ¥ # 0 = daher Berechnung wie folgt:
EWundEV  EW: p(A) = det(4 — A1) = 0; EV: ¥, ,, € Eigenraum(#;) = Kern(4 — ;1)
A 1 0 [
Jordan: A=X]XY Z.B:Al:n=2;g=1:]=[0 A Ol x=|3, & B
0 0 2, | |

Spektralsatz

Fur jede selbstadjungierte oder normale Transformation A gibt es das Spektrum der Eigenwerte A;...A, und die Projektoren
der EV E;...E,, (E; = &;®8!) so dass gilt: (1) Alle A; sind paarweise unterschiedlich; (2) alle Projektoren E; sind paarweise
orthogonal und ungleich 0, (3) die Menge der Projektoren ist vollstandig, i.e. Xir1 E; = 1; (4) A = Y.i-1 A;E; (Spektralform)

Zeichnen
,heuer”
Achsen

Gegeben: Transformationsregeln Xpey, = fy (Xa1ts Yaie)  Ynew = £y Xarer Yarr)
Entlang ey ist Xney = 0= 0 = £, (X1, Vo) beschreibt ,neue” y-Achse; analog: 0 = f, (xg;¢, Yaie) ist ,neue” x-Achse.

Achsenrichtung: Priife, wenn x,;, zunimmt, in welche Richtung nimmt x,,.,, = £, (X41, Yaie) zu. Analog ,neue” y-Achse.
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Definitionen

Norm. Vektor-
raum (V, || - |D:

Vektorraum tber K . . . N Lo R N . . L =
V= RE: % = IZ]1: Alsxll = IsHIZID A A% + 71 < 121+ 171D A (121 = 0; |I%]] = 0 & % = 0)

mit definierter Norm

Funktional f

Sei V ein Vektorraum Uber den Korper IK. V kann auch ein Funktionenraum sein.
Ein Funktional f:V — K nimmt einen Vektor aus V als Input, und liefert einen Skalar € K als Output

Lineares Funktional (LF)if ist ein Lineares Funktional (LF) auf V, wenn: f:V = K: f(Ax + uy) = 1f(x) + uf(y) vx,y €V; LueK

Beschranktes LF

Ein LF auf dem normierten Raum (V, ||-||) heiBt beschréinkt, wenn 3K > 0: |f(x)| < K||x|| Vx € V

Operator F

Sei V ein Funktionenraum. Ein Operator F: V — U ist eine Abbildung zwischen den Funktionenrdumen V und U

Linearer Operator (LO)

Seien(V, ||I|ly) und (U, |I*|ly) normierte (Funktionen)rdume iber K.
F ist ein Linear Operator (LO) auf V, wenn: F:V — U: F(Ax + uy) = AF + uF(y) Vx,y € V; Lu e K

Beschrankter LO

Ein LO F:V - U heiRt beschrinkt, wenn 3K > 0: ||[F(x)|l, < K||x|l,y Yx € V

Prahilbertraum

Ein Vektorraum, in dem ein inneres Produkt definiert ist (V, (-,-)) , heiRt Préhilbertraum. Damit es ein inneres
Produkt (") geben kann, muss im Raum die Norm |||, definiert sein, bzw. das Innere Produkt induziert die Norm:
llx]l, = /{x, x) Vx €V.

Fir K=R spricht man auch von einem euklidischen Raum, fiir K=C von einem unitdren Raum. In einem
Préhilbertraum ist ,,Orthogonalitdt” x Ly definiert (x L y & (x,y) = 0), und es existieren Orthonormalbasen.

Inneres Produkt

Sei V ein Vektorraum Uber K. Das innere Produkt (-, -): V X V — K muss folgende Eigenschaften haben:

- Linearitat im ersten Argument: (Ax + uy, z) = Xx, z) + w(y,z) Vx,y,z € V; A, p € K(fur (x,y) =Y x;y;)
- Hermite-Eigenschaft: (x,y) = (y,x) Vx,y €V

- Definitheit: (x,x) = 0Vx €V A (x,x) =0 x=0

Aus Linearitat im ersten Argument und Hermite-Eigenschaft folgt konjugierte Linearitdt im zweiten Argument:
(z,Ax + py) = Az, x) + {i{z,y) Vx,y,z€V; Lu€K

Hilbertraum

Ein vollstandiger Prahilbertraum (7, (-,')) heiRt Hilbertraum H. Fiir alle x,y € H gibt es Folgen (x,,), (,,), die gegen
x bzw. y konvergieren. = (x,y) = lim,,_, (X, ¥,.)-
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