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Merkzettel „Vektoren und Matrizen“ 
24.05.2024 

Vektoren in ℝ2 

Gerade 
Parameter-
darstellung: 

𝑔: 𝑋⃗ = 0𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑠𝑎⃗ 

Normal- 
vektor-
form: 

𝑔: 𝑛⃗⃗ ∙ 𝑋⃗ = 𝑛⃗⃗ ∙ 0𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑣𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠𝑒𝑛 𝑎𝑢𝑠 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 →  𝑛⃗⃗ = (
𝑎
𝑏
) 

Hessische 
Abstands-
formel: 

d(𝑃, 𝑔) = |𝐴𝑔𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0| =
|𝐴𝑔𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗|

|𝑛⃗⃗|
 

Fläche 
Parallelogramm: 

𝐴 = |𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| 

𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑣𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠𝑒𝑛 𝑎𝑢𝑠 𝑅𝑖𝑐ℎ𝑡𝑢𝑛𝑔𝑠𝑣𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑎⃗:  

 𝑎⃗ = (
𝑥
𝑦) → 𝑛⃗⃗𝑙 = (

−𝑦
𝑥
) ; 𝑛⃗⃗𝑟 = (

𝑦
−𝑥
) 

Vektoren in ℝ3 

Ebene  
Parameter- 
darstellung: 

𝜀: 𝑋⃗ = 0𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑠𝑎⃗ + 𝑡𝑏⃗⃗ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑣𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑛⃗⃗𝜀 𝑎𝑏𝑙𝑒𝑠𝑒𝑛 𝑎𝑢𝑠 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑐 → 𝑛⃗⃗𝜀 = (
𝑎
𝑏
𝑐
) , 𝑜𝑑𝑒𝑟: 𝑛⃗⃗𝜀 = 𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ 

Hessische 
Abstands-
formel: 

d(𝑔, 𝜀) = |𝐴𝑔𝑃𝜀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ ∙ 𝑛⃗⃗0| =
|𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝑛⃗⃗|

|𝑛⃗⃗|
 Winkel 𝑎⃗, 𝜀: 𝜑 = 90° − arccos

𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗| ∙ |𝑏⃗⃗|
=  90° − arccos(𝑎⃗0 ∙ 𝑏⃗⃗0) 

Kreuzprodukt 
(„äuß. Prod.“) 

(

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧
) × (

𝑏𝑥
𝑏𝑦
𝑏𝑧

) = (

𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦
−(𝑎𝑥𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑥)

𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥

) 
|𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗| ∙ |𝑏⃗⃗| ∙ sin 𝛼 ; 

𝑤𝑒𝑛𝑛 |𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = 0, 𝑑𝑎𝑛𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑑 𝑎⃗ 𝑢𝑛𝑑 𝑏⃗⃗ 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙𝑒𝑙 

Schneide 
Ebene/Gerade 

𝜀 = 𝑔 ⇒ 0𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝜀 + 𝑠𝑎⃗𝜀 + 𝑡𝑏⃗⃗𝜀 = 0𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑔 + 𝑠𝑎⃗𝑔 ⇒ GLS lösen 

Vektorrechnung in ℝn allgemein 

Skalarprodukt 
(„kanon. inn. 
Produkt“) 

𝑥 ∙ 𝑦⃗ =∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑥𝑇 𝐼 𝑦⃗ 
𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗ = ‖𝑎⃗‖ ∙ ‖𝑏⃗⃗‖ ∙ cos𝛼 

𝑤𝑒𝑛𝑛 |𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗| = 0 → 𝑎⃗  ⊥ 𝑏⃗⃗  

𝐿𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑖𝑡ä𝑡: (𝑥⃗ + 𝑦⃗) ∙ 𝑧 = 𝑥 ∙ 𝑧 + 𝑦⃗ ∙ 𝑧;  (𝑠𝑥) ∙ 𝑦⃗ = 𝑠(𝑥 ∙ 𝑦⃗); 
𝑆𝑦𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑒: 𝑥 ∙ 𝑦⃗ = 𝑦⃗ ∙ 𝑥; 

𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒 𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡ℎ𝑒𝑖𝑡: 𝑥 ∙ 𝑥 ≥ 0; 𝑥 ∙ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0⃗⃗ 

Euklid. Norm 
(„Länge“): 

|(

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧
)| = √𝑎𝑥

2 + 𝑎𝑦
2 + 𝑎𝑧

2 Winkel 𝑥, 𝑦⃗: 𝜑 = arccos
𝑥 ∙ 𝑦⃗

‖𝑥‖ ∙ ‖𝑦⃗‖
=  arccos(𝑥0∙𝑦⃗0) 

p-Norm: ‖𝑥‖𝑝 = √∑ |𝑥𝑖|
𝑝𝑛

𝑖=1
𝑝

  

1er-Norm: ‖𝑥‖1 = ∑ |𝑥𝑖|
𝑛
𝑖=1   

Skalare Pro-
jektion a→ b:  

‖𝑎⃗𝑏⃗⃗‖ = 𝑎⃗ ∙ 𝑏⃗⃗0 = 𝑎⃗ ∙
𝑏⃗⃗

‖𝑏‖
  

Vektorprojektion 
a→ b = 𝑎⃗𝑏⃗⃗ 

𝑎⃗𝑏⃗⃗ = ‖𝑎⃗𝑏⃗⃗‖𝑏⃗⃗0 = (𝑎⃗ ∙
𝑏⃗⃗

‖𝑏‖
)
𝑏⃗⃗

‖𝑏‖
= (𝑎⃗ ∙

𝑏⃗⃗

‖𝑏‖2
) 𝑏⃗⃗   

Reflexion v. 𝑢⃗⃗ 
an Ebene 𝑛⃗⃗ 

𝑢⃗⃗𝑎 = 𝑢⃗⃗ − 2𝑢⃗⃗𝑛⃗⃗ 

Sonstiges:  ‖𝑠𝑣‖ = 𝑠‖𝑣‖;   𝐸𝑖𝑛ℎ𝑒𝑖𝑡𝑠𝑣𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑎⃗0 =
𝑎⃗⃗

‖𝑎‖
;   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 0𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝐻𝑎𝑙𝑏𝑖𝑒𝑟𝑢𝑛𝑔𝑠𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡 𝐻 =  

𝐴−𝐵

2
;   𝐺𝑒𝑟𝑎𝑑𝑒: 𝑋⃗ = 0𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑡 ∙ 𝑎⃗    

Vektoren in allgemeinen linearen Vektorräumen 

Linearer 
Vektorraum: 

𝑢⃗⃗ + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢⃗⃗; (𝑢⃗⃗ + 𝑣) + 𝑤⃗⃗⃗ = 𝑢⃗⃗ + (𝑣 + 𝑤⃗⃗⃗); 𝑢⃗⃗ + 0⃗⃗ = 𝑢⃗⃗; 𝑢⃗⃗ + (−𝑢⃗⃗) = 0⃗⃗;  
(𝑠𝑡)𝑣⃗ = 𝑠(𝑡𝑣); (𝑠 + 𝑡)𝑣 = 𝑠𝑣 + 𝑡𝑣;  𝑠(𝑢⃗⃗ + 𝑣) = 𝑠𝑢⃗⃗ + 𝑠𝑣; 1𝑣 = 𝑣 

Euklid. Vektor- 
raum (V,〈∙,∙〉): 

Vektorraum über ℝ 
mit def. Innerem 
Prod.: 

𝐿𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑖𝑡ä𝑡: 〈𝑢⃗⃗ + 𝑣, 𝑤⃗⃗⃗〉 = 〈𝑢⃗⃗, 𝑤⃗⃗⃗〉 + 〈𝑣, 𝑤⃗⃗⃗〉;  〈𝑠𝑢⃗⃗, 𝑣〉 = 𝑠〈𝑢⃗⃗, 𝑣〉;  𝑆𝑦𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑒: 〈𝑢⃗⃗, 𝑣〉 = 〈𝑣, 𝑢⃗⃗〉;   

𝑝𝑜𝑠. 𝐷𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡ℎ𝑒𝑖𝑡;  〈𝑢⃗⃗, 𝑢⃗⃗〉 ≥ 0;  〈𝑢⃗⃗, 𝑢⃗⃗〉 = 0 ⟺ 𝑢⃗⃗ = 0⃗⃗ 

Norm. Vektor- 
raum (V, ‖ ∙ ‖): 

Vektorraum über 𝕂 
mit definierter Norm 

𝑉 → ℝ0
+: 𝑥 → ‖𝑥‖: (‖𝑠𝑥‖ = |𝑠|‖𝑥‖) ˄ (‖𝑥 + 𝑦⃗‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦⃗‖) ˄ (‖𝑥⃗‖ ≥ 0;  ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0⃗⃗)  

Euklidische 
Norm (Länge): ‖𝑥‖2 = √〈𝑥, 𝑥〉 Abstand: d(𝑥, 𝑦⃗) = ‖𝑥 − 𝑦⃗‖2 Winkel: 𝜑 = arccos

〈𝑥, 𝑦⃗〉

‖𝑥‖2‖𝑦⃗‖2
 

Cauchy- 
Schwarz: 

|〈𝑥, 𝑦⃗〉| ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦⃗‖2 

Dreiecksungl.: 𝑢⃗⃗, 𝑣 ∈ 𝑉, (V, ‖ ∙ ‖):  ‖𝑢⃗⃗ + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢⃗⃗‖ + ‖𝑣‖;  |‖𝑢⃗⃗‖ − ‖𝑣‖| ≤ ‖𝑢⃗⃗ − 𝑣‖  Pythagoras: 𝑥 ⊥ 𝑦⃗: ‖𝑥 + 𝑦⃗‖2
2 = ‖𝑥‖2

2 + ‖𝑦⃗‖2
2 

Lin. unabhängig 𝑠1𝑣⃗1 + 𝑠2𝑣2 +⋯+ 𝑠𝑘𝑣𝑘 = 0⃗⃗ ⟹ 𝑤𝑒𝑛𝑛 𝑤. 𝐴. 𝑛𝑢𝑟 𝑚𝑖𝑡 𝑎𝑙𝑙𝑒𝑛 𝑠𝑘 = 0, 𝑑𝑎𝑛𝑛 𝑖𝑠𝑡 𝑣1…𝑣𝑘 𝑙. 𝑢. (𝑣1…𝑣𝑘 ≠ 0⃗⃗)  

Unterraum (𝑈 ⊆ 𝑉) ˄ (𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑈 ⟹ 𝑣1 + 𝑣2 ∈ 𝑈) ˄ (𝑣⃗ ∈ 𝑈 ⟹ 𝑠𝑣 ∈ 𝑈) dim(𝑈 +𝑊) = dim𝑈 + dim𝑊 − dim(𝑈 ∩𝑊) 

Direkte Summe 𝑉 = 𝑈⊕𝑊⟺ (𝑉 = 𝑈 +𝑊) ˄( 𝑈 ∩𝑊 = {0⃗⃗}) 

Gram-Schmidt 𝐺𝑒𝑔. : 𝐵 = {𝑏⃗⃗1, 𝑏⃗⃗2, 𝑏⃗⃗3}; 𝑤⃗⃗⃗1 = 𝑏⃗⃗1; 𝑤⃗⃗⃗2 = 𝑠21𝑤⃗⃗⃗1 + 𝑏⃗⃗2;  𝑤⃗⃗⃗3 = 𝑠31𝑤⃗⃗⃗1 + 𝑠32𝑤⃗⃗⃗2 + 𝑏⃗⃗3;  𝑠𝑖𝑗 = −
〈𝑏𝑖,𝑤𝑗〉

〈𝑤𝑗,𝑤𝑗〉
;   𝑐𝑖 =

𝑤⃗⃗⃗𝑖

‖𝑤⃗⃗⃗𝑖‖
  

Orthogonalbas.: 𝐵 𝑖𝑠𝑡 𝑂𝐺𝐵,𝑤𝑒𝑛𝑛 〈𝑏𝑖 , 𝑏𝑗〉 = 0:∀𝑖 ≠ 𝑗 Orthonormalbasis: 𝐵 𝑖𝑠𝑡 𝑂𝑁𝐵,𝑤𝑒𝑛𝑛 〈𝑏𝑖 , 𝑏𝑗〉 = 𝛿𝑖𝑗 In ONB: 〈𝑥, 𝑏⃗⃗𝑖〉 = 𝑥𝑖 

 

  

mailto:helmut.hoerner@hoerner-consult.at


© www.goldsilberglitzer.at  - 2 -  admin-x@goldsilberglitzer.at 

 

Matrixmultiplikation 

Produkt 𝐴 ∙ 𝑥  
  (Matrix mal Vektor)  

(𝐷𝑟𝑒ℎ𝑠𝑡𝑟𝑒𝑐𝑘𝑢𝑛𝑔 𝑣𝑜𝑛 𝑥) 
 

Bedingung:  
Spalten Matrix= 
Elemente Vektor 

(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) 

[
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23

] (
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3

) 
 

 
 
 

 

Produkt 𝐴 ∙ 𝐵  
(Matrix mal Matrix) 

(i. A. : 𝐴 ∙ 𝐵 ≠  𝐵 ∙ 𝐴 ) 
 

Bedingung:  
Spalten A= 
Zeilen B 

[

𝑏11                                        𝑏12
𝑏21                                        𝑏22
𝑏31                                        𝑏32

] 

[
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23

] [
𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 + 𝑎13𝑏31 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 + 𝑎13𝑏32
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 + 𝑎23𝑏31 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 + 𝑎23𝑏32

] 
 

Allgemeine mxn-Matritzen bzw. Abbildungen (m…Zeilen, n…Spalten) 

Rang(A)= 
dim(Bild(A)) 

[
𝑥 𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥

]
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→   [

𝑥 𝑥 𝑥
0 𝑥 𝑥
0 0 𝑥

] : 𝑅𝑎𝑛𝑔 = #𝑍𝑒𝑖𝑙𝑒𝑛 ≠ 0 
Rang = # linear unabhängiger Zeilenvektoren = 
# linear unabhängiger Spaltenvektoren 

Basis(Bild(A)) [

| | |

[𝑎⃗1] [𝑎⃗2] [𝑎⃗3]

| | |
]
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→    [

𝑥 𝑥 𝑥
0 𝑥 𝑥
0 0 0

] ⟹ 𝐵𝑎𝑠𝑖𝑠(𝐵(𝐴)) = ℒ(𝑎⃗1, 𝑎⃗2)  

Basis(Kern(A)) [

𝑥 𝑥 𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥 𝑥

]
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→   [

1 0 𝑎 𝑏
0 1 𝑐 𝑑
0 0 0 0

]
𝑒𝑟𝑔ä𝑛𝑧𝑒𝑛
→      [

1 0
0 1

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

0 0
0 0

𝑋 0
0 𝑋

] ⟹ 𝐵𝑎𝑠𝑖𝑠(𝐾(𝐴)) = ℒ

(

 (

−𝑎
−𝑐
1
0

) , (

−𝑏
−𝑑
0
1

)

)

  
𝐾𝑒𝑟𝑛:  

∀𝑥: 𝐴𝑥 = 0⃗⃗ 

[𝑣]𝐸 → [𝑣]𝐵 [𝐵 | [𝑣]𝐸]
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→   [𝐼 | [𝑣]𝐵];  𝑜𝑑𝑒𝑟: [𝑣⃗]𝐵 = 𝑇𝐵←𝐸 [𝑣]𝐸 = 𝐵

−1[𝑣]𝐸  [𝑣]𝐵 → [𝑣]𝐸: [𝑣]𝐸 = 𝑇𝐸←𝐵 [𝑣]𝐵 = 𝐵[𝑣]𝐵 

[φ(𝐸)]𝐸 → 
[φ(𝐸)]𝐵 [𝐵 | [φ(𝐸)]𝐸]

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→   [𝐼 | [φ(𝐸)]𝐵];   𝑜𝑑𝑒𝑟: [φ(𝐸)]𝐵 = 𝑇𝐵←𝐸  [φ(𝐸)]𝐸  = 𝐵

−1[φ(𝐸)]𝐸   

[φ(𝐸)]𝐸 → 
[φ(𝐵)]𝐵 

[

| | |

𝑏⃗⃗1 𝑏⃗⃗2 ⋯
| | |

|

| | |

 [φ(𝑏⃗⃗1)]𝐸 [φ(𝑏⃗⃗2)]𝐸 ⋯

| | |

]
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→   [𝐼 | [φ(𝐵)]𝐵];   𝑜𝑑𝑒𝑟: [φ(𝐵)]𝐵 = 𝑇𝐵←𝐸  [φ(𝐸)]𝐸  𝑇𝐸←𝐵 = 𝐵

−1[φ(𝐸)]𝐸  𝐵  

[φ(𝐵)]𝐸 → 
[φ([𝑥]𝐸)]𝐵 

[φ([𝑥]𝐸)]𝐵 = 𝑇𝐵←𝐸 [φ(𝐵)]𝐸  𝑇𝐵←𝐸  [𝑥]𝐸 = 𝐵
−1 [φ(𝐵)]𝐸  𝐵

−1 [𝑥]𝐸 

[φ(𝐵)]𝐵 → 
[φ(𝐶)]𝐶 

[φ(𝐶)]𝐶 = 𝑇𝐶←𝐵 [φ(𝐵)]𝐵  𝑇𝐵←𝐶 = [

| | |

[𝑏⃗⃗1]𝐶 [𝑏⃗⃗2]𝐶 ⋯

| | |

] [φ(𝐵)]𝐵 [

| | |

[𝑐1]𝐵 [𝑐2]𝐵 ⋯
| | |

]  

𝑈 = ℒ{𝑢⃗⃗, 𝑣} → 
Basis(𝑈⊥) 

𝑧. 𝐵.𝑈 ∈ ℝ3: Basis(𝑈⊥) = Basis(Kern([
− 𝑢⃗⃗𝑇 −
− 𝑣𝑇 −
0 0 0

]))q 

Natürliche 
Matrixnorm 

‖𝐴‖𝜌 = max
𝑥⃗≠0⃗⃗⃗

(
‖𝐴𝑥‖𝜌
‖𝑥‖𝜌

) = max
‖𝑥⃗‖𝜌=1

(‖𝐴𝑥‖) 1-Norm: ‖𝐴‖1 = max
1≤𝑗≤𝑛

∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑚

𝑖=1
 

(größte Spalten- 
betragssumme) 

Spektralnorm ‖𝐴‖2 = √λ𝑚𝑎𝑥(𝐴
𝑇𝐴) 

Maximum-
Norm: 

‖𝐴‖∞ = max
1≤𝑖≤𝑚

∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑛

𝑗=1
 

(größte Zeilen- 
betragssumme) 

Quadratische nxn-Matrizen  

det |
𝑎1 𝑏1
𝑎2 𝑏2

|  = 𝑎1𝑏2 − 𝑏1𝑎2 det |

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 𝑐3

| = 

𝑎1 𝑏2 𝑐3 + 
𝑏1 𝑐2 𝑎3 + 
𝑐1 𝑎2 𝑏3 − 
𝑐1 𝑏2 𝑎3 − 
𝑐2 𝑏3 𝑎1 − 
𝑐3 𝑏1 𝑎2 

= 

𝑎1(−1)
1+1 |

𝑏2 𝑐2
𝑏3 𝑐3

| + 

𝑏1(−1)
1+2 |

𝑎2 𝑐2
𝑎3 𝑐3

| + 

𝑐1(−1)
1+3 |

𝑎2 𝑏2
𝑎3 𝑏3

| 

(𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇 det(𝐴𝑇) = det(𝐴) 

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 𝐴𝑝+𝑞 = 𝐴𝑝 ∙ 𝐴𝑞 

det(𝑠𝐴) = 𝑠𝑛 det(𝐴)  

det(𝐴𝐵) = det(𝐴)det(𝐵) 

regulär: Rang(𝐴) = 𝑛 ⟺ 𝐾𝑒𝑟𝑛(𝐴) = 0⃗⃗ ⟺ 𝐴𝑥 = 0⃗⃗ ℎ𝑎𝑡 𝑛𝑢𝑟 𝐿𝑠𝑔.  𝑥⃗ = 0⃗⃗ ⟺ det|𝐴| ≠ 0 ⟺ ∀𝜆 ≠ 0 ⟺ ∃: 𝐴−1 singulär: ¬regulär 

invertierbar: ∃𝐵:𝐴𝐵 = 𝐼 ⟺ 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙ä𝑟 Invertieren: [𝐴|𝐼]
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠
→   [𝐼|𝐴−1] 

diag.sierbar: ∃𝑇: 𝑇 𝐴 𝑇−1 = 𝐷 ⟺ ∃ 𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑏𝑎𝑠𝑖𝑠 𝐷: 𝐴 = 𝑋 𝐷 𝑋−1⟺∀𝜆: 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟. 𝑉𝑖𝑒𝑙𝑓𝑎𝑐ℎℎ𝑒𝑖𝑡 𝑛 = 𝑔𝑒𝑜𝑚. 𝑉𝑖𝑒𝑙𝑓𝑎𝑐ℎℎ𝑒𝑖𝑡 𝑔 

symetrisch: 𝐴𝑇 = 𝐴⟺ 𝐸𝑉 𝑏𝑖𝑙𝑑𝑒𝑛 𝑂𝐺𝐵 ⟺ ∃: 𝑂𝐺𝐵 𝐷: 𝑉𝑇 𝐴 𝑉 = 𝐷 𝑠𝑦𝑚.⟹ 𝑤𝑒𝑛𝑛 𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑥𝑛: ∀𝜆 ∈ ℝ. ;  𝑠𝑦𝑚.⟹ 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑖𝑠𝑖𝑒𝑟𝑏𝑎𝑟 

orthogonal 𝐴𝑇 = 𝐴−1⟺ 𝐴 𝐴𝑇 = 𝐼 ⟺ ‖𝑥‖ = ‖𝐴𝑥‖ 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 ⟹ det(𝐴) = ±1; 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑛𝑎𝑙 ⟹ ∀𝜆 = ±1 

Definit q(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑥. Wenn q(𝑥) > (≥) 0 ∀𝑥⃗ ∈ ℝ𝑛\{0⃗⃗} ⟹ positiv (semi)definit. Wenn q(𝑥) < (≤) 0 ⟹ negativ (semi)definit. 

Hauptmin.krit det(𝑀𝑘) > 0, 𝑘 = 1…𝑛 ⟹ 𝑝𝑜𝑠. 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡. ;   sgn(det(𝑀𝑘)) = (−1)
𝑘 , 𝑘 = 1…𝑛 ⟹ 𝑛𝑒𝑔. 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡 

EW λ, EV 𝑣 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣;  𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑣𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑣 ∈ ℂ𝑛\{0⃗⃗}; 𝐸𝑖𝑔𝑒𝑛𝑤𝑒𝑟𝑡 𝜆 ∈ ℂ.𝑊𝑒𝑛𝑛 𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑥𝑛˄ 𝑝𝑜𝑠. 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡 ⟹ ∀𝜆 ∈ ℝ ˄ ∀𝜆 > 0.   

Berechnung 
EW und EV 

EW:  p(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0; EV: 𝑣1…𝑛 ∈ Eigenraum(𝜆𝑖) = Kern(𝐴 − 𝜆𝑖𝐼) 

Jordan 𝐴 = 𝑋 𝐽 𝑋−1;   𝑧. 𝐵: 𝜆1: 𝑛 = 2;𝑔 = 1:  𝐽 = [

𝜆1 1 0
0 𝜆1 0
0 0 𝜆2

] ;   𝑋 = [

| | |

𝑣1 ℎ⃗⃗1 𝑣2
| | |

] 
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Gleichungssysteme 

𝐴𝑥 = 𝑏⃗⃗ lösbar: Rang(𝐴|𝑏⃗⃗) = Rang(𝐴)  ⟺ 𝑏⃗⃗ ∈ Bild(𝐴)  ⟺ 𝑏⃗⃗ ∙ 𝑧 = 0: ∀𝑧 ∈ Kern(𝐴𝑇) ∄Lsg.: Rang(𝐴|𝑏⃗⃗) ≠ Rang(𝐴) 

𝐴𝑥 = 𝑏⃗⃗; ∃1Lsg.: Rang(𝐴|𝑏⃗⃗) = Rang(𝐴) = 𝑛 ⟺ det(𝐴) ≠ 0 ∃∞Lsg.: det(𝐴) ≠ 0 ˄ Rang(𝐴|𝑏⃗⃗) = Rang(𝐴) 

Lösen von 3x3 Gleichungssystemen mit der Cramer-Regel: 

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 = 𝑑1 
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 = 𝑑2 
𝑎3𝑥 + 𝑏3𝑦 + 𝑐3𝑧 = 𝑑3 

𝐷 = det |

𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2
𝑎3 𝑏3 𝑐3

|  𝐷𝑥 = det |

𝑑1 𝑏1 𝑐1
𝑑2 𝑏2 𝑐2
𝑑3 𝑏3 𝑐3

| 𝐷𝑦 = det |

𝑎1 𝑑1 𝑐1
𝑎2 𝑑2 𝑐2
𝑎3 𝑑3 𝑐3

| 𝐷𝑧 = det |

𝑎1 𝑏1 𝑑1
𝑎2 𝑏2 𝑑2
𝑎3 𝑏3 𝑑3

| 
𝑥 =

𝐷𝑥

𝐷
  

𝑦 =
𝐷𝑦

𝐷
  𝑧 =

𝐷𝑧

𝐷
 

Differenzialgleichungssysteme 

 𝒙̇⃗⃗⃗(𝒕) = 𝑨 𝐱⃗⃗(𝒕) + 𝐟(𝒕) EW:  p(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 EV: 𝑣1…𝑛 ∈ Eigenraum(𝜆𝑖) = Kern(𝐴 − 𝜆𝑖𝐼) Wenn n<g, HV: (𝐴 − 𝜆𝑖𝐼)ℎ⃗⃗ = 𝑣𝑖  

Homogene 
Lösung: 

Für jeden EV zu 𝜆𝑖 ∈ ℝ:  𝑦⃗ℎ = 𝑐𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑡𝑣𝑖  Für jeden 1. HV zu 𝜆𝑖 ∈ ℝ:   𝑦⃗ℎ = 𝑐𝑖𝑒

𝜆𝑖𝑡(ℎ⃗⃗ + 𝑡𝑣𝑖) 

Für jeden EV 𝑣𝑖𝑗 = 𝑎⃗ ± 𝑖𝑏⃗⃗ zu 𝜆𝑖𝑗 = 𝛼 ± 𝑖𝛽: 𝑦⃗ℎ = 𝑐𝑖𝑒
𝛼𝑡(𝑎⃗ cos𝛽𝑡 − 𝑏⃗⃗ sin𝛽𝑡) + 𝑐𝑗𝑒

𝛼𝑡(𝑏⃗⃗ cos𝛽𝑡 + 𝑎⃗ sin 𝛽𝑡) 

Partikuläre 
Lösung 

f⃗(𝑡) = 𝛼⃗
sin
cos

𝜔𝑡: 𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗ sin𝜔𝑡 + 𝑏⃗⃗ cos𝜔𝑡 f⃗(𝑡) = 𝛼⃗ + 𝛽𝑡 + 𝛾⃗𝑡
2 +⋯  𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗𝑡 + 𝑐𝑡

2 +⋯ f⃗(𝑡) = 𝛼⃗𝑒𝜔𝑡  𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗𝑒
𝜔𝑡  

𝑩 𝒚̈⃗⃗⃗(𝒕) + 𝑪 𝐲⃗(𝒕) = 𝐤⃗(𝒕) p(𝜆) = det(𝐶 − 𝜆𝐵) = 0 𝑞⃗1…𝑛 ∈ Kern(𝐶 − 𝜆𝑖𝐵) 𝜇1…𝑛 = √𝜆1…𝑛 

Hom. Lsg.: Für jedes 𝑞⃗𝑖 zu 𝜆𝑖 ∈ ℝ: 𝑦⃗ℎ = 𝑞⃗𝑖(𝛼𝑖 cos 𝜇𝑡 + 𝛽𝑖 sin𝜇𝑡) 

Part.ikuläre 
Lösung: 

k⃗⃗(𝑡) = 𝛼⃗ sin𝜔𝑡 ; 𝜔 ≠ 𝜇𝑖 𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗ sin𝜔𝑡 k⃗⃗(𝑡) = 𝛼⃗ sin𝜔𝑡 ; 𝜔 = 𝜇𝑖 𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗𝑡 sin𝜔𝑡  

k⃗⃗(𝑡) = 𝛼⃗ cos𝜔𝑡 ; 𝜔 ≠ 𝜇𝑖 𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗ cos𝜔𝑡 k⃗⃗(𝑡) = 𝛼⃗ cos𝜔𝑡 ; 𝜔 = 𝜇𝑖 𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗𝑡 cos𝜔𝑡 k⃗⃗(𝑡) = 𝛼⃗𝑒𝜔𝑡: 𝑦⃗𝑝 = 𝑎⃗𝑒
𝜔𝑡  
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