Helmuts Kochrezept Nummer 7:

Der Plattenkondensator mit Batterie
und das verflixte Vorzeichen bei der Energie.

(Version 2, 05.06.2019)

Dieses , Kochrezept” erklart dir, wie du zwei typische Plattenkondensator-Beispiele rechnest, bei denen eine
Batterie am Kondensator angeschlossen ist und der Plattenabstand verdandert wird. Oft gibt es bei solchen
Beispielen Konfusionen, wie das Vorzeichen der verschiedenen Energieanteile (bzw. der mechanische Arbeit)
anzusetzen ist, und wie die jeweiligen Energieanteile iberhaupt berechnet werden. Dieses , Kochrezept” ver-
sucht diese Fragen auf leicht verstdndliche Art umfassend zu klaren.

In diesem Dokument werden SI-Einheiten verwendet. Fiir cgs-Einheiten ersetze einfach g, durch i.

1 Ein Plattenkondensator wird mit einer Batterie geladen. Dann
wird diese abgehangt und die Platten werden verschoben.

1.1 Aufgabe

Wir betrachten das in Abbildung 1 dargestellte Beispiel: Ein Plattenkondensator mit sehr grofRen, parallelen
Platten im Abstand d, wird zundchst mittels einer Batterie der Spannung U, vollstéandig aufgeladen. Dann wird
die Batterie abgehdngt, und die Platten werden auf den Abstand d, verschoben.

do

A
A4

Qy=-0Q

Abbildung 1: Ein Plattenkondensator wird geladen. Dann wird die Batterie abgehdngt und der Plattenabstand gedndert.

Wir wollen folgende Frage beantworten:

e Welche mechanische Arbeit Wy, .., wird geleistet, wenn die Platten von d,, auf d; verschoben werden.
e Welche Energiedifferenz AWy, im elektrischen Feld des Kondensators ergibt sich durch die Plattenver-
schiebung?

1.2 Ansatz

Nehmen wir einmal (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) an, dass d; > d,, also dass wir die Platten ausei-
nanderziehen. Die beiden Platten sind gegengleich geladen, ziehen also einander an. Um sie auseinanderzuzie-
hen, missen wir also am System die mechanische Arbeit Wy, .., verrichten und somit dem Gesamtsystem Ener-
gie zufihren. Wir befolgen folgende Konvention: Wenn wir am System mechanische Arbeit verrichten (wir uns
»anstrengen” missen), dann ist Wy, > 0.

Anmerkung: Wirden wir die Platten ndher zueinander bringen (d; < d,), dann wiirden wir sogar
Energie gewinnen (die gegengleich geladenen Platten ziehen einander ja an, und bewegen sich ,von
selber”, sobald wir eine der Platten aus der Verankerung l6sen). Es wiirde vom System mechanische
Arbeit verrichtet werden, und dann ware gemal unserer Konvention W, < 0.
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Wir nehmen aber an, dass wir die Platten auseinander bewegen. Die mechanische Arbeit W,,..» > 0, die wir
im Fall d; > d, in das System hineinstecken, erhoht dann die im Gesamtsystem gespeicherte Energie W, um
den Wert AW,

AVl/syst = Wmech (1)

Das ,Gesamtsystem* ist sehr iberschaubar (die Batterie ist ja abgehdngt). Die zugefiihrte mechanische Energie
kann offenbar nur in der Energie des elektrischen Feldes Wy, gespeichert werden. Daher gilt AWs,,;; = AWg; .
Eingesetzt in (1):

AWgr, = Winecn (2)

1.3 Anderung der Energie im elektrischen Feld

2
Fur die im elektrischen Feld eines Kondensators gespeicherte Energie gilt: Wy, = S—C (Anmerkung: Die beiden

Platten sind gegengleich mit +Q und —Q geladen. Das heifdt, die Ladung der beiden Platten unterscheidet sich
zwar im Vorzeichen, ist aber betragsmdflig gleich. Das Q in dieser Formel ist genau dieses betragsmdfige Q, das
fiir beide Platten gilt, und nicht etwa eine Ladungsdifferenz 2Q, wie manchmal félschlicherweise angenommen
wird). Es gilt daher:

1 0 _ ef _of
AW, = WP - W) = 2 2 (3)

Im aktuellen Beispiel wird die Batterie nach dem Aufladen des Kondensators abgehangt. Die Ladungen kdnnen
also ,,nirgendwo hin“, wenn wir den Plattenabstand verandern. Ladungserhaltung gilt ohnehin, und daher ist

Q1 = Qq:

9 0
AW, = 50— 5 (4)

Die Kapazitat C hingegen hangt sehr wohl {iber die Beziehung C = % vom Plattenabstand d ab, und ist somit
nicht konstant (4 sei die Flache der Kondensatorplatten):

_Qdi 0 do
AW, = 2 ggA 2 gA (5)

Dies lasst sich vereinfachen zu:

2
AW, = %(‘h - do) (6)

Fur das elektrische Feld in einem Plattenkondensator gilt (ndherungsweise) E = —gQA. Dies lasst sich umformen
0
zu Q = gyAE bzw. Qy = gy AE,. Wir setzen dies in (6) ein:

2422
AWy, = % (dy —dy) = %Eoz(ch —d,) (7)

o . U
SchlielRlich verwenden wir noch den Zusammenhang E, = d—o, und erhalten:
0

2
AWy, =2 (22) (i = do) >0 (®)

ErwartungsgemalR ist AWy, > 0. Die im elektrischen Feld gespeicherte Energie nimmt also zu, wenn wir die
Platten auseinanderziehen.
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1.4 Mechanische Arbeit

Betrachten wir nun die mechanische Arbeit, die wir leisten missen, wenn wir den Plattenabstand von d, auf
d, andern. Erinnern wir uns zuerst, wie die mechanische Arbeit W,,.., bei der Bewegung einer Punktladung g

vom Punkt 74, zum Punkt 7; in einem elektrischen Feld E allgemein zu berechnen ist:
=] >
Wmech =- ffol Eq ar (9)

Es ist wichtig zu beobachten, dass wir in dieser Formel nicht das Feld, welches von der bewegten Ladung q
verursacht wird, beriicksichtigen, sondern nur ein , externes” Feld E.
Nehmen wir nun (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) an, dass wir bei unserem Beispiel die rechte Platte b

des Kondensators aus Abbildung 1 bewegen. Wir bewegen also die rechte Platte b mit Ladung @, im Feld E,
der linken Platte a. Wir kénnen, in Analogie zu Formel (9), vollig analog anschreiben:

d
Wmech == fdol EaQb dx (10)
Es ist wichtig zu verstehen, dass wir - analog zu Formel (9) - das von der rechten (bewegten) Platte b verursach-
te Feld nicht mit beriicksichtigen dirfen! Das Feld E, der linken Platte a berechnet sich mit E, = ZS“A
0
di Q
Winech = — d01 2£:A Qp dx (11)
Es gilt (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) @, = +Q, @, = —@, und somit
d; Q d; Q*
Winech = _f ! (—Q)dx = ! dx (12)

do 2gpA do 2g9A

Wie schon erwahnt: Im aktuellen Beispiel wird die Batterie nach dem Aufladen des Kondensators abgehangt.
Die Ladungen kdnnen also ,nirgendwo hin“, wenn wir den Plattenabstand veradndern, es gilt auRerdem La-
dungserhaltung, und daherist Q = Q, = const.

Wineen = 22 [ dx (13)
mech 2604 Y do
Wir l6sen das Integral:
Wineen = 2= x|% = 2 (4, — d,) (14)
mech = 5 a7 do T 2694~ L 0

Flr das elektrische Feld in einem Plattenkondensator gilt (ndherungsweise) E = s%. Dies lasst sich umformen
0
zu Q = gyAE bzw. Qy = gyAE,. Wir setzen dies in (14) ein:

efAES
2€0A

goA
2

Winech = (dy —dy) = Eoz(d1 —d,) (15)

o . U
SchlielRlich verwenden wir noch den Zusammenhang E, = d—o, und erhalten:
0

2
Winech = M(Z_Z) (di—dy) >0 (16)

2

Erwartungsgemal ist Wy,.c.n > 0, es wird also Arbeit am System verrichtet. Ein Vergleich der Ergebnisse (8) und
(16) zeigt, dass unser Ansatz (2) erfillt ist!
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2 Bei einem Plattenkondensator mit dauernd verbundener Batterie
werden die Platten verschoben.

2.1 Aufgabe

Wir lassen nunmehr beim Verschieben der Platten vom Abstand d, auf Abstand d; die Batterie mit Spannung
U, standig angeschlossen:

Qy=-0Q

Abbildung 2: Die Spannungsquelle bleibt stindig mit dem Kondensator verbunden. Dann werden die Platten verschoben.

Wir wollen folgende Frage beantworten:

e  Welche mechanische Arbeit W,,,.., wird geleistet, wenn die Platten vom Anstand d, auf den Abstand
d, verschoben werden?

o Welche Energiedifferenz AWy, im elektrischen Feld des Kondensators ergibt sich durch die Plattenver-
schiebung?

e  Welche Energiedifferenz AW, ergibt sich durch die Plattenverschiebung in der Batterie?

2.2 Ansatz

Wir nehmen wieder (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) an, dass d; > d,, also dass wir die Platten ausei-
nander ziehen. Die beiden Platten sind, genauso wie im vorigen Beispiel, zu jedem Zeitpunkt gegengleich gela-
den, ziehen also einander an. Um sie auseinanderzuziehen, miissen wir also wieder am System die mechanische
Arbeit Wi, ecn verrichten und somit dem Gesamtsystem Energie zufiihren. Gemal} unsere Konvention ist dann
Wmech > 0.

Die mechanische Arbeit W, > 0, die wir im Fall d; > d,, in das System hineinstecken, erh6éht die im Ge-
samtsystem gespeicherte Energie W, um den Wert AW,

AVl/syst = Whecn (17)
Das ,,Gesamtsystem” besteht nunmehr aber sowohl aus dem Kondensator, als auch aus der angeschlossenen
Batterie. Die im Gesamtsystem gespeicherte Energie setzt sich daher aus der Energie des elektrischen Feldes
Wk, und der in der Batterie gespeicherten Energie Wy, zusammen: Wy, = Wy + Wygr- Dementsprechend

gilt AWy = AWg + AWpgye. Eingesetzt in (17):

AWgp + AWpair = Wineen (18)
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2.3 Mechanische Arbeit

Nehmen wir wieder (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) an, dass wir die rechte Platte des Kondensators
aus Abbildung 2 bewegen. Wir bewegen also die rechte Platte b mit Ladung Q, im Feld E, der linken Platte a.
Daher kénnen wir anschreiben:

d
Wmech == fdol EaQb dx (19)
Das Feld E, der linken Platte a berechnet sich mit E, = ZS“A
0
d1 Qa
Wmech == fdol 2604 Qb dx (20)

Q; und Q, sind zu jedem Zeitpunkt betragsmafig gleich, haben gegengleiches Vorzeichen, und hdangen vom
Plattenabstand x ab: Q, = Q(x),Q, = —Q(x).

d ) d
Wineen = = [ o (= QGe)) dx = 7 [ Q2(x) dx (21)

Beim Plattenkondensator gilt folgender Zusammenhang zwischen Spannung U, Feldstarke E, und Plattenab-
stand x:

U=Ex (22)

Die Spannung wird durch die Spannungsquelle fix gehalten: U = U,. Damit muss sich bei sich anderndem Plat-
tenabstand x das elektrische Feld dndern: E = E(x). Wir setzen dies in Formel (22) ein:

Uy=EXx)x (23)
Das elektrische Feld E(x) des Plattenkondensators berechnet sich mit E(x) = %. Eingesetzt in (23) ergibt
0
das:
_ow
Uy =25 (24)
Dies lasst sich umformen zu
Q) = 2ot (25)
Dies setzen wir nun in Gleichung (21) ein:
L (Yesed) g _lpy2g 4 (ML
Winecn = 2804 J;10 ( x ) dx = 2 Ug &oA J‘do x2 dx (26)
Wir |6sen das Integral:
d
= _ly2e A 2 _Lyz2 1_t
Winech = 2 Us SoAx d =73 Uy €A (d1 do) (27)
Wenn wir das Minus in die Klammer hineinbringen, ergibt dies:
~1y2 Lr_1
Wineen = 3 U £0A (d0 dl) >0 (28)

ErwartungsgemaR wird Arbeit am System geleistet (Energie in das System hineingesteckt), wenn wir die Platten
auseinanderziehen.
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2.4 Anderung der Energie im elektrischen Feld
Offensichtlich gilt:

AW, = WE(Ll) - WE(I(,)) (29)

2
Fur die im elektrischen Feld eines Kondensators gespeicherte Energie gilt Wy, = C% Wir setzen dies in Glei-
chung (29) ein:

2 2
AWEL == Cl;’l - % (30)

Die Spannung wird durch die Spannungsquelle immer Konstant auf U, gehalten, daher gilt U; = U,, und somit

2 2
AWy, =4le Lol (31)
2 2
Die Kapazitat C eines Plattenkondensators berechnet sich (ndherungsweise) mit C = % (wobei A die Platten-
flache darstellt). Eingesetzt in (31) ergibt das:

AWEL = d_17 dg 2 (32)

Das ldsst sich schlieRlich vereinfachen zu

1 1 1
AWy, = 2U¢eoA (d—l - d—o) <0 (33)

Die im elektrischen Feld gespeicherte Energie nimmt also interessanterweise sogar ab, wenn wir mechanische
Energie zufiihren! Ein Vergleich mit Formel (28) zeigt, dass sie nochmal um genauso viel abnimmt, wie wir me-
chanische Energie zugefihrt haben!

2.5 Anderung der Energie in der Batterie

Um festzustellen, wieviel Energie die Batterie gewinnt oder verliert, miissen wir uns Uberlegen, wieviel La-
dungstrager in die Batterie hinein- oder herausflieRen.

Dies kdnnen wir feststellen, indem wir berechnen, wie sich die Ladung Q an den Kondensatorplatten betrags-
maRig verhadlt. Wenn die Ladung Q im Kondensator zunehmen sollte, dann hatten wir der Batterie Ladungstra-
ger entnommen, d.h. es fliet ein elektrischer Strom von der Batterie zum Kondensator. Die Batterie hatte
Energie verloren.

Umgekehrt, wenn wir feststellen, dass die Ladung im Kondensator abnimmt, dann haben wir der Batterie wie-
der Ladungstrager zugefiihrt, d.h. es flieRt ein Strom vom Kondensator zu Batterie zurlick, und die Batterie hat
Energie gewonnen.

Die tatsichliche Anderung der im Kondensator gespeicherten Ladung I3sst sich wie folgt berechnen:

AQxona = Q1 — Qo (34)

Wir setzen den Zusammenhang Q = CU in Formel (34) ein:
AQkona = C1U; — CoUy (35)
Die Spannung wird durch die Spannungsquelle immer Konstant auf U, gehalten, daher gilt U; = U,, und somit

AQyona = C1Uy — CoUy (36)

© Helmut Horner, 2019 -6- www.goldsilberglitzer.at



http://www.goldsilberglitzer.at/

Die Kapazitdt C hangt Gber die Beziehung C = % vom Plattenabstand d ab (A4 ist dabei die Flache der Konden-
satorplatten). Wir setzen dies in (36) ein, und erhalten:

A A
AQxona = Uy — ==y (37)
1 0
Dies lasst sich vereinfachen zu:
1 1
BQrona = €AUy (- = 7) <0 (38)

Im Falle d; > dy nimmt die Ladung im Kondensator also ab. Wenn die Ladung im Kondensator abnimmt, muss
die Ladung in der Batterie zunehmen (AQpqtr = —AQkona), Und somit gilt:

1 1
AQace = &AUy (3= 1) > 0 (39)

Dies damit zusammenhangende Energiednderung ldsst sich berechnen durch

AQpatt
AWpaze = f Uy dq (40)
0

Da U, konstant ist, lasst sich das Integral sehr einfach l6sen:
AQ
AWpaee = Uo‘l|o Patt = Uy AQpaqre (41)

Wir setzen flir AQ,¢; die Beziehung aus Gleichung (39) ein, und bekommen:

1

1
MWiaee = Useod (- =) > 0 (42)

Setzen wir nun dieses Ergebnis, sowie die Ergebnisse (33) und (28) in unseren Ansatz AWg; + AWyoee = Winecn
ein, erhalten wir:

1y2 11 2 1 _1Y_1p2 I
2 Ug €0 (d1 do) +Uggod (do dl) 2 Ug €0 (do al) (43)
L 1,2 1 1\ _ 1., 11N . . .
Wenn man bericksichtigt, dass 2 Uy oA (d1 do) =-3 Uy oA (do dl)' lasst sich das anschreiben als
_Iy2 N 2 T _Y_1py:2 11
2 Ug €0A (do d1) +Ug'gA (do dl) 2 Ug €0 (do dl) (44)

was offensichtlich stimmt. Die Energieerhaltung ist also gewahrleistet. Wir fiihren beim Auseinanderziehen der
Platten dem System mechanische Energie zu. Im gleichen AusmaR nimmt die Energie des elektrischen Feldes
ab, was durch einen doppelt so groRen Anstieg der Energie in der Batterie kompensiert wird.
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